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ПРЕДИСЛОВИЕ КО 2-му ИЗДАНТЮ. 


Въ настоящемъ издани по возможности устранены 
опечатки, вкравийяся въ первое издане, а также ше- 
роховатости и неловкости въ изложени, которыя могли 
давать поводъ къ недоразумВямъ или’ двусмысленно- 
сти въ понимани текста. НФкоторыя изъ погрФшно- 
стей подобнаго рода были указаны въ критических 
замфткахьъ, появившихся при первомъ издани второй 
книги «Въ царств$ смекалки»; и за эти указан! я соста- 
витель приносить рецензентамъ искреннюю благодар- 
ность. При остальныхъ исправлешяхъ дФятельную и 
просвЪщенную помощь оказалъ В. И. Короленко, кото- 
раго составитель также проситъ принять увфреня въ 


своей живЪйшей признательности. 
С.-Петербургъ. 
Ноябрь. 1911. 


ИЗЪ ПРЕДИСЛОВЯ  КЪ 1-му ИЗДАН. 


Какъ первая книга «Въ царствБ смекалки», такъ и 
эта, надфемся, можеть послужить недурнымъ пособМемъ 
для математическаго саморазвия, самодЪятельности и 
уяснения весьма важныхъ дисциплинЪ. Для чтеня и 
усвоен!я содержания почти всей этой книги не требуется 
никакой особой математической подготовки. Это- 
Аривметика для всьхь, чувствующихъ желане и склон- 
ность къ работь ума. ЗдЪсь нфтъ ничего или почти 
ничего, чего не осилилъ бы не только взрослый чело- 
вЪкъ, но любой изъ юныхъ читателей, знакомый съ 
тфми элементами математики, которые преподаются въ 
начальныхъ и среднихъ школахъ. Многое, если не все, 
можетль здфсь служить предметомъ бесфлъ, развлече- 
ый и занят съ дЬтьми. 

Но если по общимъ цфаямъ эта книга есть про- 
должене дБла, начатаго въ первой, то она значительно 
разнится отъ предыдущей выполненемъ. Такъ какъ 
предпринятый трулъ является у насъ чуть ли не един- 
ственнымъ, то въ первой части составитель не особенно 
заботился о «свъжести», если можно такъ выразиться, 
и оригинальности, во что бы то ни стало, содержания. 
Первая книга имфла прежде всего въ виду ознакомить 
русскую семью и школу ст, т$мъ только самымъ извЪст- 
нымъ и распространеннымъ матералом`ь, что имфетъ уже 
давно въ своемт, распоряжеши западная школа и семья. 
Вотъ почему въ первую книгу вошло довольно много 
такихъ задачъ и вопросовъ, которые иному знатоку 
могут показаться извфстными и шаблонными. Впро- 
чемъ, много ли у насъ такихъ знатоковъ? 

Въ этой книг, какъ читатель можетъ убЪдиться, 
мы поднимаемся на сл$дующую, высшую ступень. Сл 
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Питофисю ш авузт шйНогии, Тозаина, 1745. 
одной стороны, значительно расширяется математиче- 
сю кругозоръ, съ другой, болБе тщательно и строго 
подбирается матераль. Наряду съ легкостью, до- 
ступностью и возможной занимательностью изложен!я 
составитель старается, гдЪ возможно, побудить чита- 


теля и къ научному, теоретическому взглялу на пред- 
метъ. Выясняются основы понятИя о числ, о свойствахъ 
ихарактерЪ алгебраическихъ и геометрическихъ аксомъ, 
объ Евклидовой и не-Евклидовой геометрии, о «четвер- 
томъ измфрени», о н$которыхъ главнфйшихъ резуль- 
татахъ, достигнутыхъ математикой вообще, дЪлаются 
по возможности неболышя историчесюя справки. И 
читатель, конечно, не посфтуетъ на насъ, если въ 
настоящей книг мы, помимо общихъ указав на зна- 
чене и сущность трудовъ Н. И. Лобачевскаго, приво- 
димъ даже его небольшую б!ографю. Велик свЪточть 
русской математической мысли умеръ, непонятый совре- 
менниками, но имфетъ всф права, чтобы въ попыткЪ 
первой русской математической хрестомали отнеслись 
къ нему съ должной данью уваженя. 

Быть можеть, ничто такъ не изошряетъ и не от- 
тачиваетъь въ извфстномь отношеши математической 
смекалки, какъ умфнье разбираться въ такъ называе- 
мыхъь «математическихъь софизмахъ» и парадоксахъ. 
Жаль только, что въ имфющихся у насъ книжкахъ 
съ попытками подобнаго сорта предлагаются просто 
самыя задачи безъ общаго, хотя бы, разъясневшя суш- 
ности софизма. Вотъ почему этому предмету, помимо 
задачъ, посвящены и главы общаго содержаня. Ду- 
маемъ, что даже для знатоковъ софизмовъ онф не бу- 
дутъ лишними. Не безъ интереса также, полагаемъ, 
отнесется читатель къ попыткамъ беллетристической 
обработки чисто математическихъ темъ. Помимо Э. По 
и Г. Уэльса, читатель найдетъ здЪсь главу «Въ странЪ 
чудесь математики», составленную по мало извЪстной 
у насъ книг АББощ, Е. А.: «НаЧап4; а Котапсе о! 
Мапу Ритепяют$ Бу а Зацаге». 

Иному, пожалуй, покажется страннымъ найти въ 
кони книги н5сколько страницъ, посвященныхъ извЪст- 
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наго рода «математическимъ фокусамъ». На это замЪ- 
тимъ, что въ область смекалки входитъ также умфнье 
разбираться, продлываютъ ли предъ вами просто фо- 
кусъ, или же дЪйствительную математическую комби- 
нащю. 

Въ заключеше считаю долгомъ поблагодарить уче- 
наго л5совода Я. И. Перельмана за ту готовность, сть 
которой онъ дфлился со мной своими задачами, зна- 
нями и опытомъ при составлени этой книги. Ему же 
здЪсь принадлежитъ обработка главы «Математика въ 
природ5» и «Новый родъ задачъ». Лавнишнему своему 
прятелю и ‘товарищу по факультету, Н. П. Соколову, 
тоже приношу здЪсь свою благодарность за сдфланный 
пересмотръ и дополненя главы «Новыя начала Геомс- 
три». Единственная попытка изложить кратко и попу- 
лярно замфчательный мемуаръ Н. И. Лобачевскаго при- 
надлежитъ ему. Съ тБмь большимъ удовольстнемъ 
беремъ изъ его брошюры эту главу въ его собствен- 
ной переработкЪ для настоящей книги. 


Августь. 1909 г. 
(С.-Петербург. 


шогодисНо ш апайузш шИогаш. Лозанна. 1748. 
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| Задача 1-я. 


ГдЪ-начинается новый годъ? 


Обыкновенно спрашиваютъ; ‘когда начинается новый годъ, 
и мало кто задается вопросомъ: гд® онъ начинается? Вопросъ 
этоть, пожалуй, можеть даже показаться нелфпымъ, какой-то 
задачей-шуткой, въ родЪ вопросовъ: почему (по чему) птица ле- 
таеть, или отчего (оть чего) утка плаваеть? Кажется яенымъ, 
что новый годь начинается тамъ, гдф онъ начинается, и спра- 
шивать туть собственно не о чемъ. 

Однако, дфло не такъ-то просто, какъ кажется, и вопросъ— 
гдЪ, въ какомъ пункт земного шара впервые наступаеть но- 
вый годъ, иметь вполнф опредфленный емыелъ. 

Допустимь, что вы встрфчаете новый годъ вь МосквЪ. Воть 
бьеть двфнадцаль часовъ: въ этоть моменть въ Москв% насту- 
пиль новый годъ. Но мы зпаемь, что наши нижегородекте зна- 
комые уже полчаса какъ встрФтили новый годъ, такъ какъ въ 
Няжнемь часы показывають половину перваго, когда въ МосквЪ 
двфнадцаль. Въ Омск\ новый годъ встрЪтили еще 2'/2 ч. тому на- 
задъ, въ Красноярск — цфлыхъ 4 часа тому назадъ, а въ Петро- 
павловск — даже на цфлыхь 8 часовъ ранфе. СлФдовательно, вы 
сейчась встрЪтили въ Москвф вовсе ужь не новый годъ: вЪдь 
ему уже, по меньшей мЪрЪ, девять часовъ, этому новому году! 

Итакъ, новый годъ начался гдф-то далеко на востокЪ и от- 
туда пришель къ намъ. Но гдЪ, въ какомъ мЪетф земного шара, 
онъ впервые явился? Такой вопроеъ, какъ мы видимь, имфеть 
опред$ленный смысль. И на него надо умЪть отвЪтить. 
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Мы внаемъ уже, что въ Петропавловск» (на Камчатк%) но- 
вый годъ наступиль на 8 часовъ раньше, чфмъ въ МосквЪ. По- 
пробуемъ подвигаться далфе на востокъ и попытаемся отыскать, 
тдф онъ начался всего ранфе. Въ Беринговомь проливЪ онъ 
наступилъ на 11 час. раньше, чВиъ въ Москвф. Въ Санъ-Фран- 
циско--на 14 часовь раньше, въ Чикаго—на 16 час., въ Фи- 
ладельфш— на 17 час., въ Лондонф—-на 20 час., въ Париж — 
почти на 22 часа, вь Вфиз—на 28 часа и, наконець, въ Мо- 
сквф на 24 часа! 

Мы пришли къ абсурдному выводу, что въ Москвф новый 
годъ наступаеть на 24 часа раньше, ячЪмь въ той же Москв! 

Недоумне наше еще болфе возрастетъ, если мы будемъ 
двигаться отъ Москвы на западъ. Въ тоть моменть, когда ВЪ 
МосквВ только что наступиль новый годъ, въ Петербург® всего 
половина двфнадцатаго, т. е. тамъ еще старый годъ. Идя все 
далфе и далфе на западъ, мы, наконець, прибудемъ снова въ 
Москву,—и окажется, что тамъ одновременно долженъ быть и 
старый и новый годъ. Получается опять нелфиость, — что въ 
Москвф новый годъ наступаеть и въ данный моменть, и на 
24 часа ранфе, п на 24 часа позднЪе. 

Очевидно, все это происходить велфдетве того, что Земля— 
шаръ. Однако же мы знаемъ, что въ Москвф новый годъ на- 
ступаеть въ вполн® опредфленный моменть, и слфдовалельно 
наше разсуждеше чфмъ-нибудь да грфшить, разь мы пришли 
къ выводу, что на одномъ и томь же пунктВ новый годъ на- 
ступаеть три дня кряду. 

Не трудно догадаться, въ чемтъ туть промахъ. Разъ въ дан- 
ный моменть къ востоку оть Москвы новый годъ, а къ западу 
оть нея пока еще старый годъ, то велфдетв!е шарообразности 
Земли должна существовать гдф-то пограничная лишя, раздф- 
ляющая область съ старымь годомъь оть области съ новымъ 
годомъ, 

Такая пограничная лишя на самомъ дфл% и существуеть; 
положеше ея опредЪляется не какими-нибудь астрономическими 
условями, а просто практикою мореплаван!я. 

ДЪло въ томъ, что затрудненя, съ которыми мы сейчасъ 
ветрЪтилиеь, возникаютт не только въ этомъ случаЪ, но и тогда, 
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когда ищуть начала счета любого дня недФли. Разсужденями 
вполн® сходными съ только что приведенными, легко убЪдиться, 
что 1дф-то на земномь шар должна существовать линя, по 
одну сторону которой будетъ опредфленный день недфли,—на- 
примфръ, среда, а по другую— слфдуюний, четвергъ. 

Практическая же надобность въ установлении подобной гра- 
ницы, или такъ называемой демаркащонной лини, возникла 
изъ необходимости регулировать ведене календаря во время 
плаванй. Известно, что при кругосвзтныхь путешествяхь съ 
запада на востокъ одинъ день какъ бы выитрывается, и путе- 
шественникъ, прибывъ въ исходный пунктьъ, считаеть на день 
болфе, чЪмь слФдуеть; при путешестви же съ востока на за- 
падт, наблюдается обратное: путешественникь въ счет дней 
отстаеть оть истиннаго, какъ бы теряеть однф сутки. Причину 
этого на первый взглядъ непонятнаго явлешя легко раскрыть, 
если принять во вниман!е, что кругосвфтный путешественникт, 
дфлаеть одинъ лишн обороть вокругь земной оси — при 
движени на востокъ и, напротивъ, дфлаеть однимь оборотомт 
менфе—при движени на западъ'). Другими словами, путеше- 
ственникъ въ первомъ случаЪ увидитъ восходъ солнца однимъ 
разомъ болЪфе, во второмъ —менфе, нежели проше люди, остаю- 
пцеся на мЪфетЪ. А если онъ увидить однимъ восходомъ солнца 
болфе или менфе, то, слфдовательно, будетъь насчитывать въ 
протекшемь времени однфми сутками болфе или же менфе. Мы 
знаемь, что только благодаря этому Фиалеась Фоггь, герой ро- 
мана Жюля Верна «80 дней вокругь свфта», выиграль свое 
оригинальное пари. 

Впервые указанная особенность въ счет дней при круго- 
свЪтныхь путешестйяхь стала извЪстна послф перваго круго- 
свётнаго плаваня Магеллана. Спутникъ погибшаго Магеллана, 
Себасманъ-дель-Кано, при возвращени въ Европу «привезь 
съ собой» четвергь, въ то время какъ здфсь была уже пятница 
(онъ Ъхаль съ востока на западъ). 


1) Напомнимъ, что такъ какъ кажущееся суточное движене Солнца со- 
вершается съ востока на западь, то истинное вращене Земли вокруг своей 
оси происходить въ обратном направлении, то-есть съ запада на восток. 
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Съ этого времени мореплаватели начали постепенно уста- 
навливать демаркащонную лишю, положеше которой и теперь 
еще опредфжлено не во вефхъ пунктахъ. Лишя эта, ограничи= 
вающая области съ различными днями недфли, слфдуеть по 
западной части Великаго океана. Она проходить черезъ Берип- 
говъ проливъ, затЗмь направляется къ берегамь Яцонй, оги- 
баеть съ запада острова Марансме п Каролинске и идетъ да- 
лфе къ югу, огибая съ востока Филиппины, Новую Гвинею, 
АвстрамйекйЙ материкъ, Новую Каледоню и Новую Зеландпо 
(см. карту фиг. 1). 

Такимъ образомъ, когда на Филиппинскихъ островахъ, ска- 
жемь, четвергь, тогда на сосефднихъ съ ними Каролинскихъ, 
всего въ полусотнЪф версть, тоть же день называется средой. 
Произошло это просто потому, что Филиппины были открыты 
голландскими мореплавателями, прибывшими съ востока, а Ка- 
ролинсв!е о-ва открыты испанцами, отправлявшимися къ путь 
изъ Европы на западъ, через, Атлантичесюй океанъ, мимо 
Южной Америки, и черезь Велик океанъ. 

Разсматривая карту, мы видимъ также, что подобная же 
разница въ счет дней недЪли наблюдается и между Камчат- 
кой и Аляской: когда на Камчатк$ понедфльникъ, на АляскЪ 
воскресенье, 

Понятно, что это вносило бы невфроятную путаницу въ 
календарь и вызвало бы значительныя неудобства, если бы де- 
маркацюнная лин я проходила не черезь водныя пустыни Ти- 
хаго океана, а черезь материки Европы или Америки. 

Но какимъ же образомь эта демаркащонная линя помогаеть 
мореплавателямь регулировать календарь? Воть какимъ. Когда 
судно пересЪкаеть эту лин сь запада на востокъ, то слф- 
дуюцщИЙ день и чиело м$феяца считають за предыдуцие, т. е. два- 
жды очитають одинъ и тоть же день недЪли и число мЪеяца. 
Юсли, напримЪръ, демаркащюнная линия была пересфчена вт, среду 
14 мая, то и слфдующий день считають за среду 14 мая. Въ 
судовой книг, такимь образомъ, на этой недЪлЪ будуть двЪ 
среды и два раза подрядъ 14 мая. Благодаря этому уничто- 
жается лишьйй день, который «выигрывается» при путешестви 
съ запада на востокъ. Наобороть, когда судно пересЪкаеть де- 


° о 
92035 
0-ва Ме 


е 


—б-ва Саидеичевы 


ее еее ен 


о 


$ | 


а. 


75 


0-ва Топарищества, 


2 


".° 0. Таити 


Пр. Бассовь 


0_ Тасманя 


Фиг. 1. Гдь начинается новый годль? — Положенше демаркалиюнной лини, 
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маркацюнную лин!ю сь востока на западъ, то послф пересф- 
ченя пропускаютъ цфлыя сутки, другими словами, считають уже 
слъдующИ день п чиело. Наиримфрь, если лишя пересфчена 
въ воскресенье 3 августа въ 7 часовь вечера, то считають 
8-Й часъ уже не воскресенья. а понедфльника + августа. 'Такъ 
наверстывается день, который быль бы «потерянъ» при вруго- 
свфтномъ плаван!и. 

Само собою разумЪется, что все это было продфлано капи- 
таномъ и того судна, на которомь плылъ герой романа Филеасъ 
Фоггь. Если бы педантичный англичанин не быль такъ погло- 
щень своимъ пари и обращаль внимане на окружающее, а 
наивный Паспарту не воображаль, что часы его идуть «вфри%е 
Солнца», —то, конечно, они не могли бы проглядЪть того, что у 
нихъ пятница, когда кругомъ всего еще только четверг. 

Теперь мы уже знаемъ, гд® начинается новый годъ, гд® за- 
рождаются дни, недфли, мЪФсяцы. Тамъ, далеко, на островахъ 
Тихаго океана они впервые отдфляются оть вфчности и 6ез- 
звучно опускаются на нашъ земной шаръ. А оттуда быстро- 
быстро, со скоростью пятнадцати градусовъ въ часъ, они бЪгуть 
легкою тфнью по ЗемлЪ, одинъ за другимъ, посфщая всф пункты 
нашей планеты. И, обфжавь кругомъ земной шаръ, опять воз- 
вращаются къ этой границ$, чтобы здфеь покинуть Землю п 
снова уйти въ вфчность—увы!.. навсегда. 

Если вы теперь въ состоянши правильно рёшить задачу, гдф 
начинается новый годъ, то, вфроятно, разберетесь и въ слфдую- 


щемь вопросз. 
Задача, 2-я. 
Три воскресенья на одной недфлф. 


Можеть ли на одной недфзлБ быть три воскресенья? Мы 
знаемь, что у нфкоторыхъ людей бываеть «семь пятницъ на одной 
недЪлЪ». Но бываеть ли три воскресенья? 

ВыЪсто отвфта предлагаемъ читателю прочесть слфдующй 
небольшой остроумный разсказъ знаменитаго американскаго писа- 
теля Эдгара По, — разсказъ, который мало кому извфетень и 
который такь и называется: 
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«[ри воскресенья на одной недъль». 


«Ахь ты, упрямый старикашка!» — мысленно обратилея я 
однажды къ дядЪ Ремгеджеру, гнфвно сжавъ кулакт (тоже, виро- 
чемъ, лишь въ мысляхь). 

Да, только мысленно. На самомь дЪлЪ то, что я думаль, 
нфеколько отличалось оть того, что я дЪйствительно исполнил. 
Когда я открылъ дверь вь комнату дяди, старикъ сидфль, вы- 
тянувъ ноги къ камину, держа кружку съ пивомъ въ рукахь, 
и добросовфетнфйшимъ образомъ исполнялъ совЪтъ старой ифени: 


Наполняй пустой бокалъ, 
Полный—выпивай до дна! 


— Дорогой дядя, —началь я, тихо притворивъ дверь его ком- 
наты и подходя къ нему съ умильной миной, —вы всегда были 
ко мнф такъ расположены и столько разъ доказали свою доброту. 
что я не сомнЪфваюсь въ вашей помощи и на этоть разъ. 

— Продолжай, мальчикъ, продолжай!—процфдиль дядя. 

— Я убЬжденъ, дорогой дядя (чтобъ тебя, стараго скрягу!), 
что вы не станете серьезно противиться моей женитьб$ на Кэть. 
Вы вфдь только шутили, не правда ли? О, вы такой шутникъ, 
дядюшка, ха-ха-ха! 

— Ха-ха-ха! подхватиль дядя.— Воть это правда, чортъ 
побери! 

— Ну, воть, я такъ и зналь! А теперь, дорогой дядя, я и 
Кэть ждемъ оть васъ только указания... относительно срока... 
Словомъ сказать, дорогой дядюшка, на когда, по вашему мнф- 
нйо, всего удобнЪе будеть назначить нашу свадьбу? 

— Свадьбу? Какую? Воть еще новости! И думать не смЪй 
объ этомъ! 

— Ха-ха-ха! Хо-хо-хо!.. Хи-хи-хи-хи... Это славно! Милый 
дядюшка, какой вы весельчак! "Теперь остается только точно 
назначить день. 

— А? Точно назначить? 

— Да, дядюшка, если будете такъь добры... 

— Ты хочешь точно знать срокъ? Хорошо, Бобби, такъ и 
быть, ублаготворю тебя. 
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— Ахь, милый дядюшка!.. 

— Погоди. Итакъ, я изъявляю полное соглас!е. Сегодня вос- 
кресенье, да? Хорошо-съ. Такь слушай же: можешь вЪнчаться 
сь Коть, ну, когда бы?.. Когда будеть три воскресенья еряду 
на одной недфлЪ! Чего ты глаза выпучиль? Говорю же тебЪ: 
свадьба твоя будеть, когда три воскресенья придуть сряду на 
одной недфлф. Ни однимъ днемт раньше! Ты знаешь меня, слово 
мое нензмЪнно. А теперь проваливай! 

И онъ снова принялся за свое пиво. Я же въ отчаяни вы- 
бЪжаль изъ комнаты. 

Дядя мой, Ремгеджеръ, быль, что называется, очень милый 
старичокт, но имфль свои странности. Будучи добродушенъ по 
натурЪ, онъ, благодаря страсти противорфчить, прюбрфль среди 
многихъ, не знавшихь его близко, репутацию скряги. Въ него 
словно вселился бфеъ отрицания, и на каждый вопроеъ онъ сп} 
шиль отвфтить «нфть!> Но въ концф концовъ, послф долрихь 
переговоровт, никогда почти не случалось, чтобы просьба. оста- 
валась непсполненной. Мало кто дфлаль столько добра, сколько 
Дфлаль онъ—и въ 10 же время такъ неохотно, какъ онъ. 

Оставшись сиротой послф смерти своихъ родителей, я все 
время воспитывался и жить у старика дяди. Можеть быть, по- 
своему чудакъ и любиль меня, хотя не такъ, какъ свою внучку 
Кэть. Сь перваго же года онъ частенько драль меня, съ пяти 
ть до пятнадпати —— стращаль исправительнымь домомъ; съ 
пятнадцати до двадцати— ежедневно грозиль выгнать меня безь 
копфйки денегь. Зато я имфль вЪрнаго друга въ Кэть. Она 
была прелестная дфвушка и премило заявила мнЪ, что станеть 
моей, со всфмт, своимъ приданымь, какъ только я уговорю 
ея дфдушку Ремгеджера. БфдняжкЪ было всего шестнадцаль 
лЪть, и до совершенноль я она не въ правЪ была распоря- 
жаться своимъ капиталомъ безь соглася дЪда. Но дфдушка оста- 
валел непоколебимт, несмотря на всЪ наши мольбы. Самъ би- 
блейскй Товъ возропталь бы при видЪ того, какъ онъ ивдф- 
вался надъ нами, словно коть надь мышами. Въ глубинЪ души 
дядушка былъ доволенъ нашимь рфшешемъ и охотно выложиль 
бы десять тысячь фунтовъ изъ собственныхь средетвъ, если бы 
Кэть не имфла приданаго. Но ему нуженъ быль благовидный 
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предлогь, чтобы уступить нашимь мольбамь. Наша ошибка со- 
стояла въ томъ, что мы вядумали сами хлопотать о своей свадьбЪ. 
а при такихь обстоятельствах дфдушка положительно не въ 
силахь быль не оказать намь противодЪйетвия. 

Дядя считаль безчесмемь отступать оть разь даннаго слова 
но за то готовъ быль толковать емыель вкривь и вкось, лишь 
бы остаться вфрнымъ буквЪ. Воть этой чертой и воспользова- 
лась лукавая Кэть вскорЪ послЪ моего знаменательнаго разго- 
вора съ дядей. 

Разскажу вкратцЪ, какъ это произошло. СудьбЪ угодно было, 
чтобы среди знакомыхь моей невЪсты были два моряка, не- 
давно возвративииеся въ Англю послЪ кругоевЪтнаго плава- 
ня. НедЪли черезь три послЪ памятнаго разговора, въ воскре- 
сенье послЪ обфла я выЪстЪ съ этими моряками зашель къ 
дядф въ гости. Около получаса мы говорили о разныхъ без- 
различныхт, вещахъ, пока разговорь нашъ не приняль такое 
направлен!е: 

КАПИТАНЪ ПРАТЪ. ЦФлый годь пробыль я въ плавании. 
ЕКй-Богу, сегодня какь разъ годовщина моего отьфада. По- 
мните, м-рь Ремтеджеръ, какъ я пришель къ вамь прощаться 
ровнехонько годъ тому назадъ? И замЪфчательно, что туть же 
сидить нашь приятель Смисертонь, который тоже вфдь пропла- 
валь цЪлый годъ. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНУ. Да, годъ безь малаго. Помните, 
м-рь Ремгеджерь. какъ я зашель къ вамъ проститься? 

дядя. Юще бы! Въ самомь дЪфлЪ поразительно — оба вы про- 
падали ровно годъ. ЗамЪфчательное совиаданте. 

кэтъ. ТЪмь болфе, что капитань Прать и вапитань Сми- 
сертонъ Зхали совефмь разными путями: первый обогнуль мыеъ 
Доброй Надежды, а второй—мыеь Горн, 

дядя. Воть именно. Одинъ держаль путь на востокь, дру- 
гой—на западъ, и оба Ъхали кругомь земного шара. 

я [быстро]. Не зайдете ли, господа, завтра посязж»ь с Ивми. 


вечеркомъ? Поговорили бы о вашихь странствонантяхь, сыграли”, 


бы вь висеть и... Я * 
КБАПИТАНЪ ПРАТЪ. Въ висть? Вы вуря® забыли, что завтра, 

воскресенье. Вь другой день я готовт... * 
М ЦАРСТВЬ СУЮБАЛЕИ, и 
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кэтъ, Да что вы? Роберть не такой ужь грфшникъ. ВФдь, 
воскресенье-то сегодвя! 

дядя. Ну, конечно. 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. О чемъ туть спорить, господа. 
Да, вЪдь, вчера же было воскресенье! 

дядя. Воскресенье сегодня. Не понимаю, какъ можно этого 
не знать! 

КАПИТАНЪ ПРАТЬ. Ничуть не бывало! Воскресенье завтра! 

КАПОТАНЪ СМИСЕРТОНЪ. Да вы, господа, съ ума сошли, 
право! Воскресенье было вчера.—я такъ же увфренъ въ этом, 
какъ и въ томтъ, что сижу здфсь передъ вами! 

КЭтЬ [громко]. Ну, дфдушка, теперь вы попались! Капитанъ 
Смисертонтъ утверждаеть, что воскресенье было вчера — и онъ 
правь. Кузень Бобби, вы и я утверждаемь, что воскресенье 
сегодня— и мы правы. Капитанъ Пратъ заявляеть, что воскре- 
сенье завтра—и онъ тоже правъ. Мы всЪ правы, и воть вамь 
три воскресенья на одной недЪлЪ! 

КАПИТАНЪ СМИСЕРТОНЪ [послф паузы]. Кэтъ разсудила пра- 
вильно. Ваше мы съ тобою дураки, Прать! Дфло, видите ли, 
воть въ чемъ, м-ръ Ремгеджерь. Земля имфеть въ окружно- 
сти, какъ вы знаете, 24 тыс. миль и обращается вокругь оси, 
съ запада на востокъ, дЪлая полный обороть въ 24 часа. На 
одинъ часъ приходится, слфдовательно, тысяча миль. Такъ вФдь? 

дядя. РазумЪфется, такт. 

КАПИТАНУ, СМИСЕРТОНЪ. Теперь вообразите, что я отплы- 
ваю на тысячу миль къ востоку отсюда. Легко понять, что я 
долженъ буду увидЪть восходъ солнца ровно на часъ раньше, 
нежели вы здфсь, въ ЛондонЪ. Если я въ томъь же направле- 
ни ирофду еще тысячу миль, то увижу солнце на два часа 
раньше васъ; еще черезь тысячу миль—на три часа и т. д., 
пока не объфду кругомъ всего земного шара и снова не вер- 
нусь сюда. И здЪеь, проЪхавъ 24 тысячи миль, я увижу вос- 
ходу, солнца на цфлыя сутки раньше, нежели вы; другими ело- 
вами—я буду считать на одни сутки меньше, нежели вы. Дру- 
гое дфло капитанъ Прать: проЪхавь тысячу миль къ западу, 
онъ видфль восходъ солнца часомь позднЪе васъ; а профхавъ 
всф 24 тысячи миль, отеталь оть „Лондона въ счетз времени 


® 
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на цфлыя сутки. И воть почему для меня воскресенье было 
вчера, для васъ — сегодня, а дла м-ра Прата—будеть завтра. 
Очевидно, мы всЪ правы, и иЪть основашй считать, что кто 
нибудь изь насъ болЪе правъ, нежели друме. 

дядя. И то правда! Ну, Кэть и Бобби, торжествуйте, я 
попалея. Но я никогда не измфняю своему слову. И если три 
воскресенья случились на одной недфлВ, то знай, мальчуганъ, 
что можешь получить приданое и все прочее, когда хочешь. 
ДЪло въ шляп, чорть побери! 

На этомь разсказь По кончается. Выходить, стало быть. 
что на одной недфлЪ возможны три воскресенья кряду. На са- 
момь же дфлЪ моряки провели упрямато дядю, который, вф- 
ролтно, не слишкомъ силенъ быль въ астрономш. Объясненя 
капитана Смисертона совершенно правильны, но онъ умолчаль 
объ одномъ важномь обстоятельствЪ: о поправкЪ календаря при 
пересфчен!и демаркацюнной ланш. ПересЪкал ее на своихь 
судахъ во время плаваня, капитань Прать долженъ быль одинъ 
день считать дважды, а капитанъ Смисергонъ —-одинъ день пропу- 
стить; велфдетье этого возстановилось бы сдинство времяисчи- 
слешя, какъ мы это уже знаемь изъ предшествующей главы. 

Но, строго говоря, изь той же главы мы должны заключить, 
что на одной недЪлЪ, все же, можеть быть два воскресенья или 
ни одного. По крайней мфрф—взапись подобнаго рода можеть 
ветрЪтиться въ судовомь журналЪ любого судна, пересфкшаго 
демаркацюнную лин!ю... 


Задача. 3-я. 


Опредфлене направленя съ помощью карманныхъ часовъ. 


Съ помощью карманныхь часовь въ солнечный день можно 
опредфлить всегца съ достаточной для житейской практики точ- 
ностью веЪф четыре «страны свЪта», т. е. точки сЪвера, юга, во- 
стока и запада горизонта. Способъь этоть настолько прость и 
легко объяснимъ, что остается только ожидать въ скоромъ вре- 
мени его всеобщаго распространешя. Опредфлене направлешя 
заключаетел въ слфдующемъ. 
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Повернуть циферблатъ карманныхъ часовъ, держа 
ихъ горизонтально такъ, чтобы часовая стрБлка была 
направлена въ сторону Солнца. Тогда точка на окруж- 
ности циферблата, лежащая посрединБ между показа- 
немъ часовой стрЪлки въ этотъ момент и числомъ ХИП, 
покажетъ вамъ направлене къ югу. 

Такъ, наприм®ръ, если часовая стрфлка показываеть + часа, 
то, направивь се къ Солнцу, найдемъ, что средняя точка между 
показанемь часовъ (4) и ХП-ю будеть совпадать съ точкой 
циферблата, указывающей два часа. Эта точка и опредфлитгь 
югъ горизонта, противоположная ей по направлентю дасть с\- 
веръ, налфво, слЪдовательно, будеть востокъ, а направо — 
западъ. 

Предыдущее правило можно свести и на такое: 

Найти на окружности циферблата среднюю точку 
между показашемъ часовой стрБлки и точкой ХП-ти 
часовъ; направить эту среднюю точку къ Солнцу, — 
тогда точка циферблата съ отм5ткой двфнадиати ча- 
совъ и укажегь южное направлене. 

Если часы, напр., указывають 4 часа, то направить точку 
циферблата сь показашемь” П часа на Солнце. Тогда линия, 
проведенная изъ центра часовъ къ ХИ-ти, и будеть полуден- 
ной линей, т. е. направленной къ югу. 


Доказательство. 


Для доказательства стоить только вспомнить, что въ 12 ча- 
совъ (полдень) Солнце, часовая стрЪлка и точка на циферблат%, 
отм$ченная цифрой ХИ, — вс они лежать въ одной лини, на- 
правленной къ югу («на полдень»). Велфдь затБмъь и Солнце, 
и часовая стрфлка двигаются въ одинаковомъ направлеши. Но 
стрЪлка часовъ совершаетъ свой полный обороть въ 12 часовъ, 
а Солнце вь 24 часа, т. е. въ вдвое больший промежутокт вре- 
мени. Отсюда и вытекають данныя выше правила. 

Замфчане. Само собою разумфется, что полученное указан- 
нымь путемь опредфлеше направлен!я не будеть вполн% точно. 


21 


Ошибка получается потому, что мы помфщаемь часы въ пло- 
скости горизонта, вмЪсто плоскости эклиптики, и кром® того не 
принимается во внимаше разница между истиннымъ солнеч- 
нымъ временемъ и такъ называемымъ среднимъ временемъ. Но 
для тЪхъ чисто практическихъ цфлей, которыя преслфдуются 
при примфнени указаннаго выше правила, получаемые резуль- 
таты совершенно достаточны. 

Если бы вмфсто сЪвернаго мы находились на южномъ полу- 
шарш Земли, то указанное выше правило соотвфтственно ви- 
доизмЪнилось бы,—а именно въ этомъ случа: 

Еели точку, обозначенную на циферблат часовъ чиеломъ 
ХПИ, повернуть къ Солнцу, то равнодфлящая угла между пока- 
зашемъ часовой стрфлки и точкой съ числомъ 12 покажеть 
направлене къ сЪверу. 


Задача, 4-я. 


Сколько воды въ бочкЪ? 


Двое заспорили о содержимомъ бочки. Одинъ спор- 
щикъ говорилъ, что воды въ бочкЪ болфе, чфмъ на по- 
ловину, а другой утверждалъ, что меньше. Какъ убЪ- 
диться, кто правъ, не употребляя ни палки, ни веревки, 
ни вообще какого-либо приспособления для измфреня? 


Збтео ; 
+ 


пи 


ева тои 


Рьшен!е. 


Это не задача-шутка, а настоящая геометрическая задача, 
хотя и р№шается до смфшного просто. Рушен!я подобнаго рода 
задачь заслуживають всегда того, чтобы надъ ними подумать. 

Воть рёшене этой задачи. Еели бы вода въ бочк® была 
налита ровно до половины, 10, наклонивъ бочку такъ, чтобы 
уровень воды пришелся какъ разъ у края бочки, мы увидфли 
бы, что высшая точка дна нахолится также на уровнф воды. 
Это яено изъ того, что плоскость, проведенная черезь д!аме- 
трально противоположныя точки верхней и нижней окружно- 
стей бочки, дЪлить ее на двЪ равныя части. Если вода налита 
менфе чфмъ до половины, то при такомь же наклонен!и бочки 
долженъ выступить изъ воды больш или меньший сегменть 
дна. Наконець, если воды въ бочк® болфе чфмь половина, то 
при наклонени верхняя часть дна окажется подъ водой. 

Такимъ образомь вопросъ рфшается правильно безь вся- 
кихъ измфрен!й. 


Задача 5-я. 
Кресть обратить въ квадратъ. 


Крестъ, составленный изъ пяти квадратовъ, ‘тре- 
буется разр$зать на таюмя части, изъ которыхъ можно 
было бы составить одинъ равновеликЙ кресту по пло- 
щади квадратъ? 


Рушен1е. 


На прилагаемыхь чертежахь читатель найдеть два рышеня 
этой задачи: одно старое ') (фиг. 3) и одно, предложенное въ 
новфйшее время (фиг. 4). Второе рЪшеше столь же просто, 
сколь и остроумно: задача рЪшается проведенемъ всего двухъ 
прямыхъ лин. 


`) Ср. задачу 64-ую 1-Й книги настоящей Хрестоматиь 


т 


Фиг. 8. Фиг. 4. 
Задача 6-я. 
Коврикъ. 


У одной дамы быль прямоугольный коврикъ раз- 
мфрами 3627 люймовъ. Лва противоположныхъ угла 
его истрепались, — пришлось ихъ отрфзать въ видЪ 
треугольныхъ лоскутковъ, зату- 
шеванныхъ на нашемъ чертеж 


6. 
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5 (фиг. 5). Но дамБ все же хо- 
т$лось имБть коврикъ въ формв 
в ° прямоугольника. Она поручила 


обойщику разрЪзать его на так!я 
Фиг, 5. двЪ части, чтобы изъ нихъ можно 
было сшить прямоугольникъ, не 
теряя, конечно, ни кусочка матери. Обойщикъ испол- 
нилъ желане дамы. 
Спрашивается, какль ему удалось это слфлать? 


Ръшен!е. 


Рршеше задачи видно изъ прила- 
гаемаго чертежа (фиг. 6). Если зубча- 
тую часть А вынуть изъ части Ви 
затфуь снова вдвинуть се между 
зубьев части В, перемфетивъ на 
одинъ зубъ вправо, то получится без- 
укоризнениый прямоугольникъ. Фиг. 6. 


| 


Задача, 7-я. 
Оригинальное доказательство. 


Всяк, проходивийй геометрию, знаеть, что сумма угловъ 
треугольника равна двумъ прямымъ угламъ. 

Но мало кому извЪетно, что эта основная теорема, на кото- 
рой зиждется все стройное Евклидово здане, можеть быть «до- 
казана» съ помощью простого лоскутка бумаги. 

Мы ставимь слово «доказана» въ кавычкахь, потому что, 
собственно говоря, это не доказательство въ строгомь смыслЪ 
слова, а скорфе лишь наглядная демонстращя. Но все же этоть 
остроумный преемъ, приду- 
манный 'Томомъь Титомъ, 
очень любопытень и поучи- 
теленъ. 

Вырфзають изь бумаги 
любой формы треугольникъ 
и перегибають его сначала 
но лини АВ (фиг. 7). За- 
тБмь, снова разогнувъ бу- 
магу,  перегибають  тре- 
угольникъ по лини СР 
такь, чтобы вершина А по- 
пала въ точку В. Пере- 
гнувъ зат®мъ треугольникь 
по лимямь ОН и С@ и получивь прямоугольникь О@НИ, 
мы наглядно убфждаемся, что вс три угла треугольника (1, 2, 3) 
составляють въ сумм® два прямыхъ. 

Необычайная наглядность и простота этого шруема позво- 
ляеть познакомить даже дЪтей, не изучающихь геометри, съ 
одной изь ел важнфйшихь теоремъ. Для знающихь же геоме- 
трио онъ представляеть интересную задачу— объяснить, почему 
такое сгибане бумажнаго треугольника всегда даеть желаемый 
результать. Обьяенить это не трудно, и мы не хотфли бы ли- 
шить читалеля удовольствия самому подыскать геометрическое 
основане этого своеобразнаго доказательства. 


фиг. 7. 


Задача 8-я. 
Вычерчиване циркулемъ овальныхъ линй, 
Рьшен:!е. 


Для вычерчивая по плоскости замкнутыхь овальныхь 
кривыхъ, извфетныхь подъ именемь эллипсисовь (или элли- 
совъ) существуеть спещальный приборъ, такъ называемый 
эллипсографъ. Но можно получать овалы правильной формы 
и безъ этого сложнаго и дорогого прибора— просто помощью 
циркуля, если только прибфгнуть къ небольшому ухищрен!ю, 
0 которомъ даеть понят настояний рисунокъ (фиг. 8). 


Фиг. 8. 


Обверните цилиндрь бумажкой и начертите циркулемь 
замкнутую кривую на этой цилиндрической поверхности. Раз- 
вернувъ затЪмь бумажку, вы убфдитесь, что начертили не 
кругь, а оваль, тВмъь боле вытянутый, чЪмь меньше радёусь 
цилиндра по сравненю съ растворешемъ циркуля. 

Такимъ практическимь способомь вычерчиванья оваловъ 
часто пользуются въ различныхь мастерскихт, хотя среди чер- 
тежниковт и рисовальщиковъ онъ сравнительно мало извфетенъ. 
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Слдуеть, однако, имфть въ виду, что получаемый таким 
приемомь оваль не есть, вообще говоря, эллипеъ въ собетвен- 
номъ смысл этого слова, какъ бы велико ни казалось сход- 
ство. Получаемый оваль есть кривая пересфчешя шара и ци- 
линдра, т. е., говоря математически, —кривая 4-го порядка. 

Не трудно убЪфдиться также въ томъ, что вычертить сплош- 
ной овалъ указаннымь нами путемь возможно только въ томь 
случаЪ, если радусъ взятаго нами цилиндра больше половины 
растворенйя циркуля. 


Задача, 9-я. 
Теорема Пиеагора. 

Посредством плитокл» домино ‘доказать Пиеаго- 

рову теорему '). 
Рушен!е. 

Сложите плитки домино такъ, какъ показано на нашем 
рисункЪ (фиг. 9). Вы убфдитесь, что квадрать, построенный 
на гипотенузЪ, состопть пзъ 25-ти мелкихъ квадратовъ, а ква- 


Фиг. 9. 


1) Т.е. что площадь квадрата, построеннаго на гипотенузВ прямоугольнаго 
треугольника, равна сумм площадей квадратовъ, построенныхъ наего катетахъ. 
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драты, построенные на катетахъ,— соотвфтственно изъ 9 и 16-ти 
такихъ же мелкихъ квадратовь. А такъ какъ 25 =9 16, то 
теорема «доказана» (прямоугольность треугольника повфряетсл 
прямымъ угломъ какой-нибудь костяшки или группы ихъ). 

Само собою разумфется, что это не доказательство, а лишь 
наглядная пллюстращя, да п то пригодная лишь для т№хь 
случаевъ, когда всф три стороны прямоугольнаго треугольника 
выражаются цфлыми числами. Въ данномъ случаз для сторону, 
треугольника имфемь числа 3, 4 и д. Такихь чисель, впро- 
чемъ, есть сколько угодно, какъ читатель можеть убфдиться 
изъ поясненй въ слфдующей задач». 


Задача, 10-я. 
Египетская задача. 


Съ помощью веревки въ 12 единицъ длины по- 
строить прямоугольный треугольникъ. 


Рьшен:е. 


Задача эта извфстна издревле также подъ назвашемь «пра- 
вила веревки». 

На веревкЪ отмфривались три послфдовательныхь отрЪзка 
длиною въ 3, ф и 5 единиць длины. Если, теперь, соединить 
концы этой веревки и натянуть ее 
на третьемь и седьмомь дфлени, то 
получится прямоугольный треуголь- 
никъ (фиг. 10). 

Премомъ этимт, пользовались еще 
древше египтяне при постройк пи- 
рамидъ. Быть можеть, поэтому еги- 
петское слово для названя землемф- 
ровъ въ дословномъ перевод значить 
«вытягиватель веревки». Нынфшне землемры для полученя 
прямого угла также прибфгають кь подобному прему, отмчая 
на своихъ землемфрныхь цфияхЪь такую комбинащию изъ трехъь 


Фиг. 10, 
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цфлыхь чисель, которая выражала бы длины сторонъ ирямо- 
угольнаго треугольника сь соизмфримыми сторонами. 

Числа эти должны удовлетворять условшо Пиоагоровой тео- 
ремы, т.е. сумма квадратовъ двухь изъ пихь должна быть 
равна квадрату третьяго числа. Взлтыя выше цфлыя числа, 3, 
4, 5, удовлетворяють этому услов!ю: 3* -- 4 —=5*. Но легко ви- 
дфть, что подобныхь чисель можно найти, сколько угодно. 


ВеЪ эти такъ называемыя Пивагоровы числа заключаются 
вь тождественномь равенствЪ, которое каждый легко можеть 
провзрить: 


; а" — @*-1. 0? 
ЗдЪеь, значить, аб и ——_— дають ватеты, а 505 0 


отвЪтствующую имъ гинотенузу. 

Если вместо @ и 6 подставлять въ эту формулу два любыхъ 
нечетныхь и первыхь между собой числа, то и будемь полу- 
чать различные требуемые треугольники и при томь таве, что 
стороны одного не будуть кратными сторонами другого какого- 
либо треугольника. 

Пивагоровы числа получаются также на основанйи тождества 


(т — 1?) | (2тп)# — (т? 


подставляя сюда вмфето т п ® каюя угодно цфлыя числа. 
Если же мы желаемь избфжать грушть кратныхъ другь другу. 
или подобныхь, треугольников, то числа надо брать первыя ме- 
жду собой и одно четное, а другое нечетное. 

Воть небольшая табличка части Пиоагоровыхь чисель, р\- 
нающихь египетскую задачу: 


30 
11, 60, 61 
13, 84, 85 
19 


39, 80, 89 
45, 28, 53 
46, 108, 117 


51, 140, 149 
55, 48, 173 
57, 176, 185 
63, 16, 65 
65, 72, 97 
75, 100, 125 
77, 36, 85 
85, 132, 157 
91, 60, 109 
95, 168, 193 
99, 20, 101 
ит. д. 


Начатки математики на НилЪ. 


Упоминане о египетскомъ треугольник», сдланное въ пре- 
дыдущей задачЪ, невольно обращаеть мысль въ глубь истори 
развитя человфческихъ знай. Можно считать несомнфнно уста- 
новленнымь, что древн!е египтяне обладали знашемь многихъ 
математическихь фактовь и умфньемъ производить нёкоторыя 
математическя дЪйствя настолько давно, насколько только 
можно проникнуть въ глубину вЪковъ этой древнфйшей цивили- 
защи на Земл. Пиоагорова теорема въ приложени къ равно- 
бедреннымь прямоугольнымь треугольникамъ (оба катета равны) 
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была извЪетна имъ съ незапамятныхь временъ. 'Греугольникомь 
‹0 сторонами 3, 4 п 5 пользовались строители древнЪйшихт 
пирамидь и храмовъ для получешя прямого угла. Одинъ изъ 
дошедшихъ до насъ египетскихъ папирусовъ писанъ за 1700 лЗть 
до Р. Х. на основанш египетскихь же писашй за 3000 лЬть 
и боле до Р. Х. Въ немь уже содержатся нЪкоторыя ариоме- 
тическ!я задачи, таблица дробей и ршеше простёйшихъ урав- 
ненй, гдЪ неизвфетное обозначается знакомь хау (хип). Суще- 
ствуеть мнфн!е, будто ариометика (осбенно—начатки ея) есть 
самый старЪйпий изъ членовь великой семь! математических. 
наукъ. Но трудно какъ-либо убфдительно доказать эту мысль. 
Начало алгебры и геометрш также скрываются въ тапиствен- 
номь мракф доисторическихь судебъ человЪ чества. 

Веюду, гдЪ только мы въ состоянш приподнять завЪсу надъ 
драмой человфческой истори отдаленнфйшихь вфковь, мы ви- 
димъ, что люди уже считають, рёшають уравненйя 1-ой степени 
и прилагають простЪйпие случаи Пиоагоровой теоремы. 


Задача 11-я. 


Численный кругь пиеагорейцевъ. 


Этоть «Сиешиз Руфасогеиз» находится въ сочинени одного 
изь учениковь Пиеагоровой школы Ямвлика, жившаго въ ГУ-мь 
вЪкЪ послз Р. Х.'). Воть въ чемъ состоить этоть круг. 

Будемъ писать по кругу рядъ посл$довательныхъ 
чиселъь отъ т до какого-либо числа, ‘г. е. рядъ чиселъ 
т, 2, 3, 4,... и. Дойдя до этого напередъ заданнаго 
себф числа п, продолжаемъ писать по кругу тЪ же 
числа, но въ обратномъ уменьшающемся порядкЪ, пока 
не напишемъ опять единицу, —т. е. пишемъ: п — Т, 


1) аш еиз СВа]ееиз!5 сх Сое!е-буа ш УМеошаеВ: бегази! Атимейсали 
1пегодисНовеш её 4е Еабо, Хцие рейнит едНиз, ш 1афпипи зегтовеш сопуегзиз, 
поз рогремиз Шизегафив а Зашаее Теппию. Ассей ФоасЬйи! Сатегаги. 
ЕхрИсаЯо ш @чоз №гоз ХМеотаей, еп та ее тегиш её уогЬогиш 10сир1еИз- 
зйпо, Аганешао. Розёапф арий Тай. Ем4емаю Навиии. Юехетёгае Фурз @1- 
веры \УЛвеноив \Уег МОСЁЬХУ (1668). 
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п—2,....2, 1. Тогда сумма всфхъ чиселъ, написанныхъ 
вт, кругВ, даетъ квадратъ числа и (т. е. число п умно- 
женное само на себя). 

Такъ, напр, еели желаем найти квадрать 7, пишем ( фиг. 11): 


9-18 #196 

2 6 2 7 
1 8 
1 7 
1 1 89 
о #5 7 
3 
Зейн г ты 
Фиг, 11, Фиг. 12, 


Сложивь всф числа этого круга, дЪйствительно, получим: 
49=7°. 

Для числа, напр., 9 будемь имфть кругь (фиг. 12), сумма 
чисель котораго равна 9? =81 ит. д. 


Доказательство. 


Для какого бы то ни было числа # этоть пиоагорейский 
кругь можио представить такт, 


п—1 


5 
г 7. 
5 п— 1 


'Т. е. получается два одинаковыхь ряда послЪдовательныхь 
чисель оть 1 ло и—1, икъ сумм обоихъ этихъ рядовъ надо 
прибавить еще число #2. 

Но сумма #—1 послфдовательныхь чисель, начиная съ 
7(”® — 1) 

у ы 


[г 


единицы, какъ знаемь, равна Слфдовательно, для 
суммы двухь такихь рядовъь да еще числа # имфемт 
(п — 1 -п- и, 


что и доказываеть задачу о пиеагорейскомь круг%. 


Обобщене задачи. 


Для желающихь нЪ®сколько болфе углубиться въ сущность 
пиеагорейскаго круга сдфлаемъ еще нфсколько дополнен. Обо- 
значимъ черезъ 5, сумму послфдовательныхь чиселъ отъ 1 до я. 
Тогда доказанное выше предложеше Ямблика выразится фор- 
мулой 

ОВ Паине ео ‚ (1) 

Разсматривая рядъ цфлыхь чиселъ, мы находимъ, что для 
числа 2, $ ‚<; для числа 3, 8 _‚—, а для вефхь осталь- 
ныхь чисель 5, ‚>. Итакъ, можно высказать такое предло- 
жене: 

Если квадратъ цфлаго числа (кром$ 2 и 3) раздБ- 
лимъ на сумму всфхъ послЪдовательныхь чиселъ до 
этого числа, то въ частномъ будеть 2, а вь остатк$ 
само число. 

Подобно формул (1) можно написать еще рядъ равенствъ: 


25, и —1=(и— 1) 
28, _:--п—2=(ив— 9)? 
25,8 =3* 

28, +2=2' 

1=1 


Складывая всф эти равенства съ (1) и означая для краткости 


Па -3-.... К @— 1-Е = 89, 
получаемъ: 


28-5, 5, -...-+8,_,)-Е 8, =8%. 


Это тоже можно написать въ вид® пиеагорейскаго круга: 


5; 5, 5; 5, 
5; 5, 5, 5. 8. 


гдЪ сумма всЪхь членовь даеть 5". 
ВЪ ЦАРСТВ ОМЕКАЛКИ, 3 


Задача, 12-я. 
Земля и апельсинъ. 


Въ предлагаемой ниже интересной задач мы впервые 
ветрёчаемся съ числомъ, выражающимъ отношене длины окруж- 
ности къ д!аметру. Это знаменитое число принадлежить къ 
классу такъ называемыхь «прращональныхъ» чиселъ. Обыкно- 
венно оно изображается греческой буквой т (пи). Приблизительно 


1=3,1415996... 


Въ настоящей книг намъ не разь еще придется говорить объ 
этомъ числ. 

Вообразимъ, что земной шаръ обтянутъ по экватору 
обручемь и что подобнымъ же образомъ обтянутъ и 
апельсинъ по его большому кругу. ДалЪе вообразимъ, 
что окружность каждаго обруча удлинилась на Т са- 
жень. Тогда, разумфется, обручи отстанутъ отъ поверх- 
ности тфль, которыя они раныше стягивали, и оста- 
нется нЪкоторый прозоръ (промежутокъ). Спраши- 
вается, въ какомъ случаф этотъ прозоръ будетъ 
больше,—у земного шара или у апельсина? 


Ръьшене. 


Обыкновенно на этоть вопроеъь отвфчають такъ: «Конечно, 
У апельсина останется болышй прозоръ, нежели у Земли! Вфдь 
по сравненио съ окружностью земного шара—33.000 вереть— 
какая-нибудь одна сажень есть столь ничтожная величина, что 
прибавка ея останется совершенно незамфтной. Другое дЪло 
апельсинъ: по сравнению съ его окружностью сажень—большая 
величина, и прибавка ея къ длинф окружности должна быть 
весьма ощутительна». 

Такой отвфть естественно навязывается уму всякаго—и 
математика и не-математика. Математикъ еще подкрЪпить его 
геометрическими соображешями, въ родз слЗдующаго: «Такъ 


оыльлеь теги 


какъ отношене длины окружности къ д1аметру (число т) есть 
величина постоянная, то приращеше радтуса Земли (т. е. про- 
зоръ) долженъ быть во столько разь меныше приращешя ра- 
дтуса апельсина, во сколько разъ радгусь земного шара больше 
радтуса апельсина» ит. д, 

Но веЪ эти разсужденя —одно только лукавое мудретвова- 
ще. Простымъ вычислешемь легко доказать, что- именно въ 
виду постоянства отношеня окружности къ д1аметру— прозоръ 
совершенно не зависить оть радтуса окружности и долженъ 
быть одинаковъ у Земли и у апельсина. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть окружность экватора равна (7 саже- 
нямъ, а окружность апельсина с. Тогда радусъ Земли Вы 
а радусь апельсина "= Посл прибавки къ обручамъ од- 
ной сажени, окружности ихъ будуть равны: Земли С'-- 1, апель- 


С--1 
т 


сина с--1; радуусы же ихъ будуть: Земли ‚ апель- 


Ее! - ь : 
сина — Если изъ новыхъ радтусовъ вычтемъ прежне, то 


п 


получимъ въ обойхъ случаяхъ одно и то же приращеше: 


О-1 С 1 
——_ = для земли, 
РХ 2 2 
И для апельсина 
2 ж т“ у 


Итакъ, у Земли и у апельсина получится одинъ и тоть же 
1 
прозорь въ „_ саж., т.е. примфрно въ полъ-аршина. 
0% 


Этоть результать кажется до такой степени неожиданным 
и неправдоподобнымъ, что намъ случалось видЪть людей, ко- 
торые, сами получивъь его, все же въ него не вЪрили: они 
продфлывали съ помощью бечевки рядъ обмфровь и опытовъ 
съ монетами, тарелками и др. круглыми предметами, —и лишь 
тогда успокаивались, когда воочшо убЪждались, что опытъ под- 


тверждаеть ихъ вычислене. А одинъ математикъ такъ даже 
3’ 


2“ 


формулировалъ свой отвЪтъ на изложенную задачу буквально въ 
слфдующихь выражен!яхъ: 

«Прозоръ для Земли долженъ, конечно, быть меньше, чфмъ 
для апельсина, хотя геометрически, казалось бы (!), они должны 
быть одинаковы». Чудакъ больше вфриль «вдравому смыслу», 
чЪмъ математическимь выкладкамъ, —которыя, къ слову сказать, 
онъ продЪлалъ безукоризненно. Оно, пожалуй, и понятно: трудно 
найти боле разительный примфръ геометрическаго парадокса 
(не софизма, а именно парадокса, т. е. неправдоподобной съ 
виду истины), чфмъ эта задача о ЗемлВ и апельсин. 


Обманы зрёния, 


Кажущееся вращен!е. 


Явление, о которомъ мы сейчасъ будемъ говорить, было впер- 
вые подмфчено Сильванусомъ Томпсономъ, профессоромъ уни- 
верситетской коллеми въ БристолВ Почтенный ученый пола- 
галъ, что это явлеше не можеть быть объяснено способностью 
человфческаго глаза сохранять воспринятыя зрительныя впеча- 
таня. Онъ думалъ, что изучеше подобныхъ явлен!й можеть по- 
вести къ открытйо новыхъ свойствъ глаза. Между тВмъ въ« Жур- 
налЪ Элементарной Математики» за 1885 г. есть весьма удачное 
объяснене этого явлешя С. Шостака, въ основ котораго лежить 
именно способность глаза сохранять зрительныя впечатлЬнИя. 

Приводимъ описан!е явлешя и его объяснешя г. Шоста- 
комъ для примфра, какъ можно (и даже по возможности всегда 
нужно) пользоваться математическимъ анализомъ при разсмотр?- 
ны различныхъ встрфчающихся намьъ явлен!й. 

Возьмемъ прилагаемую здЪсь фигуру 13-ю, которую каждый 
желающий можеть нарисовать и самъ, для удобства наблюден!й, 
на отдфльномъ листкЪ. 

Если листку бумаги (или книгБ) съ предложенной 
фигурой сообщить незначительное круговое движение 
въ плоскости фигуры, то каждый изъ шести кружковъ 
будетъ казаться вращающимся около своего центра въ 
сторону движешя фигуры и съ такою же скоростью, 


т. е. будетъ казаться, что каждый кругь описываетъ 
полный оборотъ въ то же время и въ томъ же направле- 
нм, какъ и бумага или книга, тдЪ онъ нарисованъ. 

Замфтимь здфсь же, что то же самое явлеше можно наблю- 
дать и въ томъ случа, если вмфето шести кружковъ, какъ на 


Фиг. 13. 


фиг. 13, возьмемъ только одинъ, составленный изъ концентри- 
ческихъ окружностей. 

Объяснене явленя. Если взлть чертежъ, данный на слф- 
дующей фиг. 14-й, и сообщить ему быстрое движеше взадъ и 
впередъ, какъ показываеть стрфлки а, читатель замЪтить, что 


Фит. 14. 


рисунокъ потеряеть свою отчетливость и сдфлается какъ бы 
туманнымъ. Это зависить оттого, что черныя полосы зани- 
мають мфето бфлыхъ и бфлыя— черныхъ, такъ что получается 
какъ бы смЪшеше чернаго цвЪта съ бфлымь, велфдетве чего 
является сфрый тонъ. Если тому же рисунку сообщить движе- 
ше взадъ и впередъ по направленю стрёлокъ 6, то черный 


оадаииати 


С 


пвфть не будеть занимать м%ста бЪфлаго и бЪлый-чернаго, по- 
этому рисунокъ не долженъ будеть терять свою отчетливость, 
что и подтверждается опытомъ. Еели мы дадимъ рисунку дви- 
жене по направленю среднему между двумя названными, то 
фигура также потеряеть свою отчетливость, и тфмъ болфе, чфмь 
направлеше движения будеть ближе подходить къ направлен!ю, 
указанному стрфлками а. Изъ этого заключаемь, что бзлый 
цвёть остается чисто бёлымъ только въ томъ случаз, когда 
движен!е происходить параллельно направлен!ю полосокъ. 
Вообразимь теперь, что мы сообщаемь фигур не круговое 
движеше, а по направленно сторонъ 
шестиугольника 123456 (фиг. 15), такъ 
что каждый кружокъ движется сначала 
по направлению оть 1 къ 2, потомъ оть 
2 къ 3, оть 3 вь 4 ит. д. Раземотримъ 
тоть перюдъ, когда движенше пропсхо- 
дить параллельно лини 1—2, и прове- 
демъь даметрь АВ, перпендикулярный 
кь 1—2. Части концентрическихь кру- 
товъ, заключаюпияся въ узкой полоскЪ з 
вдоль АВ, можно Е периендику- т 
лярными къ АВ и, слфдовательно, па- 
раллельными къ 1—2, т. е. параллель- 6 
ными къ лини движен!я, а велфдотве 
этого, на основан сказаннаго выше, Фиг. 16, 
бфлыл части этой полоски останутся 6$- 
лыми, а на кружкЪ обозначится, поэтому, свЪтлый даметрь по 
направлено АВ (даметръь будеть казаться узкимъ по середин® 
и широкимь по концамъ). Остальная часть кружка будеть бо- 
лфе или менфе туманною, такъ вакъ друмя части концентри- 
ческихъ круговъ будуть двигаться по направлению не параллель- 
ному линш движеня 1—2, а подъ угломъ къ ней. Обратимся 
теперь ко второму перюду, т. е. къ тому времени, когда дви- 
щеше происходить параллельно лини 2—3. Проведемъ да- 
метрь ОД перпендикулярно къ направленио лишя движения, 
т. е. перпендикулярно къ линш 2—8. Мы доказали, что въ 
первый перюдъь движеня на кружкф должен обозначиться 


свЪтлый даметръь по направлено АВ. Подобно же можно до- 
казать, что во второй перюдъ движешя этимь свфтлымь д!а- 
метромъ будеть уже не В, а СР. Въ тремй перюдъ свфтлый 
даметрь будеть направлень по ЕР (предполагая, что ЕЁ 
перпендикулярна къ линш 3—4). Въ четвертый перюдъ опять 
по АВ (такъ какъ 4—5 параллельна 1—2) ит. д., т. е. свфт- 
лый д!аметръ, по мфрф измфненя направленя движеня, будеть, 
такъ сказать, перескакивать изъ АВ въ ОР, изъ Ор вь ЕЁ 
ит. д. Если мы вмЪфето того, чтобы заставлять двигатьея фи- 
гуру по направленямъ сторонъ шестиугольника, заставимь ее 
двигаться по сторонамъ двфнадцатиугольника, то получимъ не 
три, а шесть свфтлыхь даметровь и т. д; словомь съ увели- 
чентемъ числа сторонъь и, слфдовательно, съ приближенемт къ 
окружности, число свфтлыхъ даметровъ будеть увеличиваться, 
скачки будуть становитьел все меньше и меньше, и когда 
центрь, вмЪсто многоугольника, станеть описывать окружность, 
намъ будеть казаться, что свфтлый маметръ плавно вращается 
вокругь центра кружка. Слдовательно, при нашемъ опыт 
дфйствительно существуеть вращеню, но не кружка, а свЁт- 
лаго даметра; и это вращене глазомтъ приписывается кружку. 

Все сказанное выше объ одномъ кружев относится и къ 
остальнымь. А потому намъ будеть казаться, что каждый изъ 
нихь самостолтельно вращается около своего центра. 


Ниже слфдуеть еще иЪсколько интересныхъ прим ровъ ил- 
лЮЗЙ зрЪшя, толковашемь воторыхъ мы предлагали бы чита- 
телю заняться самому. 


Задача, 13-я. 
Какая линя длинЪе? 


Взглянувъ на прилагаемый здЪсь чертежъ (фиг. тб), 
скажите, какая лишя длиннЪе: АХ или АУР 


я с | 


7. А 8 
Фит, 16. 


ета 


Разъяснен1е. 


Можно утверждать навфрняка, что каждый, взглянувъ на 
чертежь, скажеть, что дагональ АХ несомнфнно, молъ, длин- 
не АУ. Но стоить вамъ смфрить ихъ хотя бумажкой,—и вы, 
къ изумленно, убфдитесь, что онф равны! Сообразивъ, можно 
это сказать и безь прим®рки: если изъ точки А провести пер- 
пендикулярную лино къ ХУ, то станеть ясно, что перпенди- 
куляръ раздфлить ее пополамъ, а велфдотые равенства про- 
экцИЙ, навлонныя АХ и АУ должны быть между собою равны. 

Ч\фмь же объяснить такой странный обманъ зрфшя? Воз- 
можно разсуждаль такъ: если бы наше сознане воспринимало 
вещи такими, каковы онф на самомъ дфлЪ, ничего къ нимъ не 
присочиняя,—ло подобныхь иллюзй не могло бы быть. Но въ 
томъ-то и дЪло, что мы незамфтно для самихь себя разсужда- 
емъ, воспринимая виечатлзня внЪфшняго м!ра. Эти-то «под- 
сознательныя» разсуждения и являются причиной подобныхъ опти- 
ческихь обмановъ. 

Такъ какъ этоть процесеъ разсужденя совершается без- 
сознательно для насъ, то довольно трудно бываеть съ досто- 
вфрностью ого возстановить: приходится строить лишь боле 
или менфе правдоподобныя догадки. Въ данномъ случаЪ, на- 
примфръ, мы безсознательно, пили, лучше сказать, «подсозна- 
тельно», разсуждаемъ, по всей вфроятности, такъ: «Передь нами 
два параллелограмма—длинный и коротюЙ. Ясное дЪло, что 
у длиннаго параллелограмма дтаганали должны быть длинн®е, 
чфмь у короткаго». 

Впрочемъ, предлагаемь желающему дать болфе удачное 
объяснеше. Е А Е 

Воть еще подобный же 
прим$ръ. 

Не правда ли, что 
на фигурБ 17-й линя 
АВ кажется намъ длин- 
нфе лини АС? 
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Въ дфйствительности же онЪ строго равны между собой. 

Точно также: 

Кажется совершенно невфроятнымъ, чтобы точки 
А и С (фиг. 18-й) одинаково отстояли отъ точки В. 


ор ЛЕ 


Фиг. 18. 


А между тфмъ это такъ! Разстояне скрадывается здЪеь 
наклономъ лин и ихь толщиной. 


Задача 14-я. 


ДвЪ пары дугъ. 


На фиг. 19 изобра- 
жены двБ пары круго- 
выхъ дугъ. Если продол- 
жить лБвыя дуги, то встрЪ- 
тять ли онЪ оконечности 
правыхъ? 

На взглядъ это кажется 
невозможнымь; а между тВмь 
возьмите въ руки циркуль и 
радусами окружностей, ко- 
торые на фигурф указаны, 
продолжите эти дуги. Вы 
убфдитесь, что продолженя 
лЪвыхъ дугь точно ветрутять 
концы правыхь. Это тоже 
весьма интересный  обманъ 
зрёшя, оть котораго мы никакъь не можемъ отдфлаться, смотря 
на рисунокъ. 


Фиг. 19. 


< 


поме: 245 


У. 
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Задача, 15-я. 
Какъ написано слово? 


Прилагаемая и слфдующая ‘фигуры (фиг. 20 и 21) дають 
едва ли не самые интересные образчики зрительныхъь иллю- 
зй. На фиг. 20-й вы видите написанное английское слово 
ШЕЕ (жизнь), при чемь вамъ до очевидности ясно, что 
буквы рЪзко наклопецы 
въ разныя стороны. Но, 
приложивъ линейку, вы 
можете убЪдиться, что 
эти буквы  поставле- 
ны совершенно прямо и 
только начерчены мел- 
кими наклонными штри- 
хами. 


Фе + и +” 
« Г 

°: 9% =. 
МЕ АЗ 


% 
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Фиг. 20. 


Задача, 16-я. 
Какая кривая? 


На фигур 21-й изображены концентрическя окруж- 
ности, а вовсе не спираль, или рядъ спиралей, какъ ка- 
жется на взглядъ. 


Фиг, 21, 


Въ этомь легко убфдиться. Поставьте карандапь на одну 
изъ дугь и ведите его по ней. Противъ ожиданя, вы будете 
кружиться въ замкнутомь круг, а вовсе не приближаться къ 
центру или удаляться къ краю, какъ должно быть, если бы на 
чертеж была изображена спираль. ОЪтчатый фонъ, на кото- 
ромъ начерчены 0б послфдшя фигуры, много способствуеть 
усилению этихъ эффектныхъ иллюзий. 

Еще нфкоторые рисунки и подробности по предмету, раз- 
сматриваемому въ этой глав, читатель найдетъ въ 3-Й книг 
«Въ Царств Смекалки». 


0 


Задачи и развлеченя со спичками, 


Въ первой книг настоящаго опыта математической хресто- 
матш мы уже указали на нФкоторыя простЬйпия математиче- 
свя задачи и игры 0 спичками. Приводимъ здфсь еще нф- 
сколько простыхъ и интересныхь задачь и развлечешй этого 
рода, при чемъ считаемь нужнымъ обратить внимаше читателя 
на небольшую книжечку Софуса Тромгольда «Игры со спич- 
ками», довольно полно и всесторонне исчерпывающую предметь 
Книжечка эта имфется въ русскомъ перевод, въ прекрасномъ из- 
дани одесскаго книгоиздательства «Ма ез!5», и стоить всего 
полтинникъ. Обыкновенная коробка шведекихь спичекъ есть 
незамфнимое по своей доступности и дешевизн% пособе, кото- 
рое дётямъ, учащимся и взрослымъ можеть помочь провести 
досуги не только весело, но и съ пользой. Обь этомъ слёдо- 
вало бы постоянно помнить. Начнемь съ незамысловатыхъ за- 
дачь на переложене спичекъ. 


Задача, 17-я. 


Этотъ домъ составленъ изъ то спичекъ. 
Требуется повернуть его къ намъ другой 


стороной, передвинувъ только 2 спички. Фиг. 22. 
— ь Ръшен!е. 

А 

Г! | Отв®ть ясенъ изъ фиг. 23-й, которая получается 
—— изъ предыдущей, если въ «крыш» дома (фиг. 22) 


Фиг. 28. пропустить одну спичку и приподнять другую. 


Задача, 18-я. 


ВЪсы составлены изъ 9 спичекъ и не находятся въ 
состояни равновфая (фиг. 24). Требуется переложить въ 
нихъ 5 спичекъ такъ, чтобы вфсы были въ равнов5аи. 


Рьшен!е. 
Дается фиг. 25-0й. 


Задача 19-я. 
Этотъ гречесюй храмъ (фиг. 26) построенъ изъ 


тт спичекъ. Требуется переложить 4 спички такъ, 
чтобы получилось тт квадратовъ. 


Ръшенше. 
См. фиг. 27-ю. 


Задача 20-я. 


Въ памятникЪ, составленномъ изъ 12-ти спичекъ 
(фиг. 28) требуется переложить 5 спичекъ такъ, чтобы 
получилось 3 квадрата. 


Ръшен!е 
лено изь фиг. 29. 


Задача, 21-я. 


ЛвЪ рюмки (фиг. 30) составлены изъ десяти спи- 
чекъ. Переложить въ нихъ 6 спичекъ такъ, чтобы по- 
лучился домъ. 

Ръшен!е. 

См. фиг. 31. 

Задача 22-я. 


Флюгеръ (фиг. 32) составленъ изъ 10 спичекъ. Пе- 
реложить 4 спички такъ, чтобы получился домъ. 
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Фиг. 24, Фиг, 25. Фиг. 26. Фиг. 27. 
а 
= |- 2 
—— | — — 
Г | | 
а) ы и 
Фиг. 28. Фиг. 29, Фиг. 80, Фиг. 81. Фиг. 32. 
Ръшен!е. 
См. фиг. 33. 


Задача, 23-я. 


Вотъ фонарь (фиг. 34) и воть топоръ (фиг. 35). 
Каждый изъ нихъ составленъ изъ 9 спичекъ. Перело- 
жить въ фонарБ 6 спичекъ и получить четыре рав- 
ныхъ треугольника, составляющихъ въ свою очередь 
четыреугольникъ. Переложить въ топор 4 спички 
такъ, чтобы получилось 3 равныхъ треугольника. 


мы | и 
= 
Фиг. 88, Фиг. 84. Фиг. 85. Фиг. 86, Фиг. 37. Фиг. 88. 


Ръшен!е. 
Изь фонаря получается фиг. 36-я. 
Изъ топора получается фиг. 37-я. 
Задача, 24-я. 


Въ этой лампЪ, составленной изъ 12 спичекъ (фиг. 38), 
переложить 3 спички такъ, чтобы получить 5 равныхЪ 
греугольниковъ. 
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Ръшен!е. 
См. фиг. 39. 


Задача, 25-я. 
Изъ 1о спичекъ сдБланъ ключъ (фиг. 40). Перело- 


жить въ немъ 4 спички такъ, чтобы получилось 3 ква- 
драта. 


Ръшен!е. 
См. фиг. 41. 
| - 1 и — 
76) © НЫ Г. 
Фиг. 89. Фиг. 40. Фиг. 41. Фиг. 42. 


Задача 26-я. 


У звЪзды, составленной изъ 12 спичекъ (фиг. 42): 
а) переложить 4 спички такъ, чтобы получился четырех- 
конечный крестъ. Б) Въ полученномъ крестБ переложить 
8 спичекъ такъ, чтобы получить крестъ, состоящий 
изъ 4 крестовъ. с) Въ этомъ послфднемъ крестБ пе- 
реложить 8 спичекъ такъ, чтобы получилось 4 ква- 
драта. 4) Наконецъ, переложить 8 спичекъ такъ, чтобы 
получилась мельница. 


/ 
Же 
Их 


нь 


Р%шен!е. 


Веф требуемыя рЪшешя означены соотвфтетвующими бу- 
квами а, 6; си 4 на фиг. 43-ей. 


Задача 27-я. 
ДЪленъ сада. 

Изгородь квадратнаго сада составлена т6 спичками 
(фиг. 44). Въ ней находится домъ, представленный ква- 
дратомъ изъ 4-Хъ спичекъ. Требуется раздЪлить садъ 
(безъ дома) между 5-ю наслфлниками, при помощи 
то-ти спичекъ, такъ, чтобы каждый получилъ части 
одинаковыя по величинЪ и по формЪ. 


| РЕ и. 
а | И сит 
| | ИТ о жа 
| о враи | 
Фиг. 44, Фиг. 45. у Фиг. 46. Фиг. 47. 
Ръшен!е. 


См. фиг. 45-ю. 

Предложенную задачу можно видоизмфиить и такъ: 

4 брата получили отъ дяди въ наслфдство садъ 
(обнесенный 16 спичками), въ которомь находится 
12 плодовыхъ деревьевъ (чЁмъ-либо обозначенныхъ), 
расположенныхъ, какъ указано на рисункЪ. Требуется 
12 спичками раздЪлить садъ на 4 равныя части одинако- 
вой формы, содержац!я по равному числу деревьевъ. 

Ршене ея дается фиг. 47-0й. 


Задача 28-я. 
Сообразите-ка! 


э 


р Клалдутъ произвольное, 
ИНННИНННННН неочень малое, количество 


спичекъ въ рядъ, надписываютъ надъ 9 спичками, слЪ- 
ВЪ ЦАРСТВА СМЕБАЛБИ, 4 
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дующими другъ за другомъ, числа отъ т до 9 и про- 
сятъ кого-нибудь изъ присутствующихъ замБтить одно 
изъ этихъ 9 чиселъ. Взявъ въ умБ какое-нибудь не осо- 
бенно малое число (напримЪръ, 23), считаютъ про себя 
отьъ 9 далЪфе вправо: 10, 11, 12 и т. д. до 23; если 
рядъ оканчивается, продолжаютъ счетъ, переходя къ 
началу ряда (у насъ придется считать до спички, помф- 
ченной 4). ЗатВмъ вы говорите партнеру, замБтившему 
число: «Считайте отъ своего числа послфдовательно по 
спичкамъ до 23, переходя къ началу ряда, если не хва- 
титъ спичекъ. Когда вы скажете 23, то укажете на 
спичку № 4. 

Подумайте немного, и вы убЪдитесь, что такъ оно и должно 
быты Эта трудная на первый взглядъ для иныхЪъ задача очень 
легкая. 

Задача 29-я. 
Разстановка часовыхъ. 

Вдоль стфнъ квадратнаго бастона требовалось по- 
ставить 12 часовыхъ. Полковникъ расмЪфстилъ ихъ, 
какъ указано на рисункЪ (фиг. 48), по 4 съ каждой 
стороны. Зат5мъ пришелъ комендантъ и, недовольный 
| || | размьщенемь часовыхъ, распорядился разста- 
|) || вить солдатъ такъ, чтобы съ каждой сто- 
| || | роны было по 5. ВелБдъ за комендантомъ 

Фиг. 48. пришелъ генералъ, разсердился на коменданта 
за его распоряжеше и разм$стилъ солдать по 6 чело- 
вЪкъ съ каждой стороны. Каково было размфщене въ 
двухъ послЪднихь случаяхъ? 

Рушен!е. 
Рушене даются размфщенями @ и 6 на фиг. 49. 


Ч ь 


ШП Ты 
ПЕ МЕ К 


Фиг. 49. 
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Задача 30-я. 
Хитрецы. 


Въ корчмЪ стояло четыре стола, образуя четыре- 
угольникъ. Проголодавииеся, возвращавишеся съ манев- 
ровъ, солдаты остановились тамъ въ числЪ 21 чело- 
вЪка пообфдать и пригласили къ обфду хозяина. Раз- 
сЪлись всЪ такъ: за тремя изъ столовъ сЪли солдаты— 
по 7 за каждый столъ (фиг. 50), а за Й 
четвертымъ столомъ сфлъ хозяинъ. Сол- 
даты уговорились съ хозяиномъ, что 
платить по счету будетъ тотъ, кто оста- 
нется послфднимъ при слБдующемъ усло- 
ви: считая въ круговую (по часовой 
стрЬлкЪ) всЪхъ, въ томъ числ и хозяина, освобождать 
каждаго седьмого. Каждый освобожденный уходилъ 
изъ корчмы, и послЪднимъ остался самъ хозяинъ. Съ 
кого начали счетъ? 

Съ кого нужно было бы начать, если бы солдатъ 
было только по 4 за каждымъ изъ трехъ столовъ? 


ЕЕ 
Фиг. 60, 


Рьшен!е. 


Надо начинать счеть сь 6-го солдата, сидящаго по лфвую 
руку оть хозяина. Во второмъ же случаф—съ 5-го изь солдать 
направо оть хозяина. 


Задача 31-я. 


Предложите кому-либо взять въ каждую руку по 
равному какому угодно числу спичекъ (или какихъ- 
либо иныхъ предметовъ). Это число вамъ неизвЪстно. 
Предложите партнеру переложить изъ правой руки въ 
лЪвую то число предметовъ, которое вы ему скажете, 


(напр. число а). ЗатЪмъ, ничего не показывая и не го- 
Ре 
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воря вамъ, пусть онъ отложитъ изъ лЪвой руки столько 
спичекъ, сколько у него осталось въ правой; и, нако- 
нецъ, опять-таки ничего вамъ не показывая, пусть от- 
ложитъ въ сторону всЪ спички изъ правой руки. Те- 
перь вы можете см$ло утверждать, что у вашего парт- 
нера осталось въ лфвой рук всего 24 спичекъ. 

Напримёръ: Пусть партнеръ возьметь по 15 спичекъ въ 
каждую руку. Вы требуете, чтобы въ лфвую руку изъ правой 
онъ переложилъ, напр., 10 спичекь (Значить, у него въ пра- 
вой осталось 5 сп., авъ лЪвой 25сп.). Затфмъ по вашему требо- 
ван онъ изъ лЪвой перекладываеть въ правую столько спи- 
чекъ, сколько тамъ есть (т. е. въ правой у него станет 
55—10 спич.), и веЪ эти спички откладываеть. Вы и «уга- 
дываете», что въ лЪфвой рук у него должно остаться 2 х 10 = 
20 спичекъ. 


Ржшен!е. 


Общее рЬшене и доказательство этой задачи можеть найти 
каждый. Пусть только онъ прослфдить, что въ сущности, дф- 
лается при послЪдовательномъ перекладывани и откладывани 
спичекъ. Пусть у партнера въ рукахъ по ® спичекъ, и вы пред- 
лагаете ему переложить изъ правой руки въ лфвую @ спичекъ. 

Получается: 

Т. Въ обфихь рукахь по ® спичекъ. 

П. Въ львой п а; вь правой ® — а спичекъ. 

Ш. Въ лфвой (п -- а)—( — а) =2а спич., изъ правой же 
всЪ спички откладываются. Итакъ, всегда въ лЪвой рук% полу- 
чится въ концф концовь удвоенное число тЪзхъ спичекъ, кото- 
рыя вы предложили переложить въ первый разъ. 


Задача 32-я. 
ВБрная отгадка. 


Иванъ беретъ въ одну руку четгное, а въ другую 
нечетное число спичекъ. Петрь предлагаетъ ему по- 
множить число спичекъ въ правой рукф на нечетное 


у 
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число, а число спичекъ въ лБвой рук$ на четное и 
сказать ему сумму полученныхъ произведен. ВслЬдъ 
затфмъ онъ угадываетъ, въ какой рук у Ивана чет- 
ное и въ какой нечетное число спичекъ. Какъ это онъЪ 
дфлаетъ? 


Ръшене. 


Если названная сумма—число четное, то у Ивана въ пра- 
вой рукф четное число спичекь и въ лвой — нечетное. Если 
же эта сумма — нечетная, то въ правой рук мечетное число 


спичекъ. 
Доказалельство относительно подобнаго рода задачъ см. въ 


первой книг настоящей Хрестомали— задача 94-я. 


Задача 38-я. 


Собрать въ группы по 2. 


ле У) 

то спичекъ положены въ одинъ рядъ. Требуется 

распред5лить ихъ попарно, всего въ 5 паръ, перекла- 

дывая по одной спичкф черезъ двЪ (напримЪръ, № т 
переложить къ № 4 ит. д.). 


Рьшен!е. 
Можно перекладывать такъ: или: 
4 къ 1 7 кь 10 
7 › 3 4 › 8 
б › 9 6 2 2 
6» 8 |1» а 
8» 10 б› 9 


Задача 34-я. 
Собрать въ группы по 3. 


15 спичекъ лежатъ въ рядъ: 


8 587 эюиевноь 


12в3 8 1 


Требуется собрать ихъ въ 5 группъ (или кучекъ) 
по 3 спички въ каждой, при чемъ перекладывать спички 
по одной и каждый разъ перескакивать черезъ 3 спички. 


Рьшен!е. 


Обозначимъь положенныя въ рядъ спички соотвфтетвенно 
числами 1, 2, 3....., 16. Тогда задача рЪшается путемъ сл$ду- 
ющихь 12-ти переложен!й: 


2 на 6 4 между биб 
1› 6 8 б›6 
8 › 12 11 > 5 >26 
>12 181 ‘ча 
9›б 14 › 11 
10 > 5 вез 


Задача 35-я. 
Перемёщене лошадей. 


1 з 8 + 5 в 7 8 ° 
Въ конюшнф устроено 9 стойлъ въ рядъ. 5-ый но- 
меръ не занятъ: въ номерахъ т, 2, Зи 4 находятся 
черныя лошади (копЪйки), а въ 6, 7, 8 и 9 б$лыя ло- 
шади (гривенники или иные предметы). Требуется пе- 
ревести бЪлыхъ лошадей въ т, 2, Зи 4 номера, а чер- 
ныхъ въ 6, 7, 8 и 9на слБдующихъ услощяхъ; каждая 


И > 


ди 


оо 


лошадь можетъ быть переводима въ ближайшее стойло 
или сосЪфднее съ нимъ, но не дальше; никакая лошадь 
не должна быть возвращаема въ прежнее стойло, и въ 
каждомъ стойлБ не можетъ быть больше одной лошади. 
Начинать съ бЪлой лошади. 


Ръшен!е. 


Задача рЬшается въ 24 хода слЗдующими перемфщенями: 


6 в 5 2 вь 4 4 въ 6 
4 » б И 2,4 
3 » 4 Е в 
р › 3 б › : б›3 
А 15 т» о чз 
8% т бь7 
6 › 8 8 » 9 4 »› 6 
4 ›6 6 8 б > 


Задача, 36-я. 


Поднять одной спичкой 15 спичекъ. 
Ръшене. 


Эта на первый взглядь трудная задача рЪшается, однако, 
легко. Положимь на столь епичку А (фиг. 61), а поперекъ этой 
спички положимь затЪмъ вплотную одну около другой, попере- 
мфнно вправо и влЪво, 14 спичекъ, и именно такъ, чтобы ихъ 
толовки выдавались на 1—1'/› сантиметра надъ А, въ то время 
какъ концы безь головокъ опиралиеь бы на столь. Сверху, въ 


ыы 
Фиг. 51. Фиг. 52, 


углублеше, образуемое верхними частями спичек, кладуть за- 
тмъ 16-ю спичку параллельно А. Если поднять теперь по- 
слфднюю за конець, то къ нашему удивленно вмЪстф съ нею 
поднимутся и остальныя 15 сничекъ (фиг. 52). Для этого опыта 
удобнфе брать болышя, толетыя четыреугольныя спички. 


Задача 37-я. 
Спичечный телеграфъ. 


Спичечный телеграфь строится, какъ указано на рисункЪ 
(фиг. 53). Можно, конечно, удлинить пли укоротить его по же- 
ланпо. Если нажаль въ В, то А подпрыгнеть. 


Фиг. 58. 


Фит. 54. 


Задача, 38-я. 
Легко или нътъ? 


Въ заключене этого небольшого отдфла задачь со сплчками 
предлагаемь вамь продфлать уже не задачу, а маленькое физи- 
ческое, что ли, упражнеше. 


| 


= юная 


Вотъ положено на столБ 5 спичекъ, которыя пред- 
лагаемъ вамъ поднять двумя руками такъ: сперва спичку 
№ т двумя болышими пальцами; оставивъ ее между 
этими нальцами, поднять зат$мь двумя указательными 
пальцами спичку № 2; оставляя эти двЪ спички между 


г 


пальцами, поднимите затБмъ спички № 3 средними 
пальцами, скичку 4—безыменными и спичку 5—мизин- 
цами. У васъ должна получиться фиг. 54. 

Интересно знать, удастся ли это вамъ? Скоро ли и легко 
ли? А если не легко, то почему? Но если, въ концф концовъ, 
это вамъ удалось бы сдЪлать, то попробуйте точно такъ же 
соотвфтствующими пальцами обфихь рукъ поднять по 2, по 
3 спички. 


Лабиринты, 


Воть задача, происхождеше которой относится къ глубокой 
древности и теряется во мрак® легендарныхь сказанй. Древ- 
ше,—да, пожалуй, мноме и теперь, — задачу о лабиринтахъ счи- 
тали вообще неразръшимой. Человфкъ, попавиИй въ лабиринть, 
не могь уже изъ пего выйти, если только какое-либо чудо или 
случай не приходили ему на помощь. 

Изь настоящей главы мы, наобороть, увидимь, что безвы- 
ходныхь лабиринтовъ нфть, что разобраться и найти выходь 
изъ самаго запутаннаго лабиринта не составляеть особаго труда. 
Ршеню задачи мы предпосылаемь нфкоторыя историческя 
справки о лабиринтахъ. Эти справки, помимо общаго ихъ инте- 
реса, докажуть намъ, съ одной стороны, насколько интересова- 
лись отой задачей, а съ другой, —дадуть наглядное представле- 
не посредствомъ рисунковъ о существовавшихь и существую- 
щихь лабиринтахъ. 


Слово «лабиринтъ», по мнЪнйо иныхъ, есть греческая пе- 
редЪлка египетскаго слова и въ перевод означаеть ходы въ под- 
земельяхъ. Существуеть, дЪйствительно, очень большое количе- 
ство природныхъ подземныхъ пещеръ съ такимъ огромнымь ко- 
личествомь по всфмъ направлешямь перекрещивающихся кори- 
доровъ, закоулковъ и тупиковъ, что нетрудно въ нихъ заблудиться, 
потеряться и, не найдя выхода, умереть оть голода и жажды. 

Примфры такого же рода, но уже искусственныхъ лабирин- 
товъ могутъ представить шахты иныхъ рудниковъ или такъ на- 
зываемыя катакомбы. 
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Вфроятнфе всего, что подобныя подземелья возбудили у строи- 
телей еще древнЪйшихь временъ охоту подражать имъ искус- 
ственными сооружешями. И у древнихъ писателей мы встр®- 
чаемь указаше на существоваше иекусственныхъ лабиринтовъ, 
напр., у египтяиъ. Въ конц% концов, словомь лабиринтъ чаще 
всего обозначалось именно искусственное чрезвычайно сложное 
сооружен!е, составленное изъ очень болыного числа аллей или 
галлерей, безчисленныя развЪтвленя, перекрестки и тупики кото- 
рыхъ заставляли попавшаго туда безконечно блуждать въ лаби- 
ринтВ въ тщетныхь поискахъ выхода. Объ устройств такихъ 
лабиринтовъ слагались цфлыя легенды. 

ИзвЪстнфе всего разсказъ о лабиринтЪ, построенномъ миои- 
ческимъ Дедаломъ на островЪ Крит для миоическаго же царя 
Миноса. Въ центр® лабиринта жило чудовище Минотавръ, и 
никто изъ попавшихъ туда не могь выйти обратно, дФлаясь, въ 
концф концовъ, жертвой чудовища. Семь юношей и семь дфву- 
шекъ приносили авиняне въ дань ежегодно чудовищу, которое пре- 
исправно ихъ пожирало. Наконець, Тезей не только убить Ми- 
нотавра, но и вышель изъ лабиринта, не заблудившиеь въ немъ, 
при помощи, вирочемъ, нити клубка царевны Арадны. Съ той 
поры слова «нить Армадны> имфють символическое зналенше, 
какъ способъ, дающ выходъ изъ самаго затруднительнаго по- 
ложеня. 

Лабиринты бывають самой разнообразной формы и устрой- 
ства. До нашихъ дней сохранились еще и запутанно-сложные 
галлереи, и ходы пещеръ, и архитектурные лабиринты надъ мо- 
гилами, и извилистые планы на стфнахь или полахъ, обозна- 
ченные цвфтнымь мраморомъ или черепицей, и извивающияся 
тропинки на почвЪ, и рельефныя извилины въ скалахъ. 

Рисунками лабиринтовь украшались одфяшя хрисманскихь 
вмператоровъ до девятаго столЪмя, а остатки такихъ же укра- 
шен!й сохранились до сихь поръ на стЪнахь церквей и с0бо- 
ровъ того времени. Вфроятно, эти украшеншя служили символомъ 
сложности жизненнаго пути и человфческихь заблуждешй. Осо- 
бенно употребительны были лабиринты въ первой половин% дв} 
надцаго столфия. 
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На фиг. 55-й здЪеь приведено изображене одного изъ лаби- 
ринтовъ того времени во Франщи, въ церкви святого Квентина. 
Лабиринть этоть выложень изъ камня на полу посреди церкви, 
и даметръ его равняется тридцати четыремъ съ половиной фу- 
тамъ. Путь къ центру здЪсь есть сама ливня. Если вести каран- 
дашомъ по лин отъ точки 4 (не обращая внимашя на внфшнюю 
окружающую лабиринть линйо), то вы придете къ центру по длин- 
ной извилистой дорог черезъ всю внутреннюю площадь, но сомн?- 
я относительно выбора пути у васъ быть не можеть. Въ подоб- 
ныхь случаяхь эти древе духовные лабиринты отличаются во- 


А 


Фиг. 55. Фиг. 56. 


обще не головоломнымъ, а просто продолжительнымъ извилистымь 
путемъ, который держить васъ все время внутри лабиринта. 

Въ церкви аббалства св. Бертина во Францш есть еще бо- 
лфе любопытное изображен!е подобнаго рода на полу, предета- 
вляющее въ центрз Герусалимсый храмъ, съ остановками для 
пилигримовъ. Этоть лабиринтъ дЪфйствительно посфщалея пили- 
гримами взамфнъ путешествия по 0бЪту въ Святыя М$ета. 
Пройти ползкомъ весь путь лабиринта назначалось также вм}- 
сто эпитим!. 

Лабиринть въ Шартрскомь соборЪ, изображене котораго 
дано фиг. 56, сорока футовъ въ поперечникЪ, также посЪщалея 
кающимися, и они совершали на колфнахъ его сложный и длин- 
ный путь, выполняя наложенную на нихт, эпитим!ю пли объфтъ. 


Ча 
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Подобнаго же рода лаби- 
ринть, но гораздо меньшихъ 
размфровъ, помфщающийся 


р 


Фиг 57. Фиг. 58. 

всего на одной плит пола, есть въ каоедральномь собор въ 
ЛуккЪ (фиг. 57). Въ натуральную величину онъ имЪеть 19'/> 
дюймовъ въ поперечникф. 

Друме подобные лабиринты были ‘и, можеть быть, существу- 
ютьъ до сихь поръ въ аббатств® Туссарта, въ Шалон\-на-МарнЪ, 
во многихь древнихъ соборахъ и церквахь въ АхенЪ, въ Рим}, 
въ РавеннЪ и во многихь другихъь мфетахь. Лабиринты въ 
церквахъ большею частио 
назывались «пути въ Теру- 
салимь» и служили еимво- 
ломъ труднаго земного пу- 
тешествия въ, Святыя МЪста, 
наградой за которое яв- 
ляется небесная благодалъ, 
поэтому центрь лабиринта 
часто называли «Небомъ». 

Въ Англии не ветрЪча- 
ются лабиринты на церков- 
номь полу, но за то было 
очень много лабиринтов, 
едЪланныхь изъ дерна на 


Фиг. 59. 


“= 


лужайкахъ. Они носили 


разлячныя названия: <Го- 

родъ Гроя», «Слфды па- 

стуха» и т. п. Большин- 

ство изъ нихъ находится 

вблизи церквей или на 
|] 6] кладбищахъ, что указы- 

ваеть тоже на ихъ ду- 
- 


Г ховное происхождеше. О 
такихъ лабиринтахъ упо- 
минаеть Шекспирь въ 
своихъ пьесахъ< Сонъ въ 
А лфтнюю ночь» и «Буря». 

Образцы подобныхъ 

«дерновыхъ» лабирин- 
товъ приведены здЪсь на 
фиг. 58 и фиг. 59. Изъ нихъ первый (фиг. 58) въ графств 
Эссексь имфль 110 футовь въ даметрЪ, а второй (фиг. 59) 
въ Ноттингеймширв 51 футь въ даметрь съ лишей пути въ 
535 ярдовъ длины (Лиши извилистыхъ путей обоихъь этихъ 


Фиг. 60. 


Фиг. 61. 


лабиринтовъ яено видны на чертежЪ). Оба эти лабиринта были 
вврыты плугомь и уничтожены въ 1797 году. Для полноты и 
разнообразя возьмемь еще образець итальянскаго лабиринта 16 
стольъия (фиг. 60), лабиринть, взятый изъ книги англ екаго 
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писателя 1706 года (фиг. 61) 
и, наконець, далей лабиринть 
тЪхъ же временъ (фиг. 62). 
Ве вышеприведенные лаби- 
ринты имфють болфе историче- 
ск, чфмъ математическй ин- 
тересъ. Распутать ихъ не трудно. 
Но послЪ Реформащи фигуры 
эти потеряли свое символическое 
значене и сдфлались мало-по- 
малу предметомь развлеченя. Фиг. 62. 
Лабиринты переходять въ сады, 
цвфтники и парки, тдЪ путемь проведешя прихотливо извиваю- 
щихся, то пересвкающихся, то внезапно прегражденныхь, или 
заканчивающихся тупикомъ дорожекъ получались самыя запу- 
танныя и головоломныя фигуры, въ которыхъ, лЪйствительно, 
нелегко было найти дорогу оть края къ центру, и гдЪ трудно 
было не заблудиться. Изъ такихь затЪйливыхь садовъ если не 
самый головоломный для ршешя, то напболЪе извфетный былъ 
лабиринть одного изъ дворцовыхь садовь ангийскаго короля 
Вильгельма Ш. Воть что можно прочесть о немь въ Епоу- 
с1ораейёа ВгНаптыса подъ словомь «Гафугии», еъ соотв тствую- 
щимь рисункомъ (фиг. 63): 


Фиг, 68. 


«Лабиринть въ садахъ дворца Хэмитонт -коурть считается 
однимь изъ самыхь красивыхъ вь Англш. Онъ быль устроенъ 
въ первую половину царствоватя Вильгельма Ш, хотя нЪко- 
торые предполагають, что онъ существоваль тамъ со времени 
Генриха УПТ. Въ саду переплетается цфлая система аллей п 
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изгородей, и онъ быль, какъ говорятъ, обсаженъ грабами, кото- 
рые потомъ были уничтожены и замфнены остролистниками, тисами 
и др. растешями. Аллеи были около полмили длиной, а весь 
онъ занималь пространство около четверти акра. Въ центръ 
находились два большихъ дерева со скамейками около нихъ». 


окт еие 


Способъ пройти къ этому центру и выйти изь сада состоять 
въ томт, чтобы, ветупивъ въ лабиринтъ, сь перваго же шага | 
и до конца касаться изгороди правой рукой. Пройденный такимъ | 
образомъ путь обозначен у насъ линей, состоящей изъ точекъ, 
на фиг. 64. 

Слфдующий лабпринть (фиг. 65) во 
владфшяхъ маркиза Солебери (Набийе]а 


ЕЛ \ 


Фиг. 65, Фиг, 66. 


Ноцзе) хоть и сложнфе предыдущаго, но довольно легко рёшается 
на бумаг. Другое дЪло получится, если мы вздумали бы обойти 
его въ дЪйствительноети, не имфя плана, или не руководствуясь 
извЪфстной системой. Лабиринть, представленный здфсь на фиг. Е 
66, быль устроенъ королевекимь обществомь садоводства въ 
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южномь КессингтонЪ (Англия) и нын% не существуеть. Онъ очень 
прость, хотя и имЪеть три входа, изь которыхъ обозначенный 
буквой -.4 ведеть почти прямо къ ценгру. 

Воть еще образець (фиг. 67) ифзмецкаго лабиринта — изящ- 
наго, но въ сущности незамысловатаго, и, наконець, на фиг. 


А и» 


(3  представлень интересный 
образчикь лабиринта въ граф- 
ств Дорееть. Он состояль изъ 
прядь холмиковт (около фута вы- 
соты) и занималь около акра пло- 

щади земли. В 1730 году ла- ех 
и земля, очевидно, была обра- 

щена на болфе производитель- Фиг. 67. 


ный предметь. 
Приведенныхь образцовь лабиринтовь и историческихь спра- 
точно, чтобы доказать, насколько стар 


биринть этоть быль запаханъ, 


воь, полагаемь, дост 
вопрос о лабиринтахь и вмфетв еь тьмь, насколько многихь 
онь пнтересоваль въ 

свое время. Люди изо- 

шрялиеь въ изобр”тени 

самыхь замысловатыхь 

и «беавыходныхь» лаби- 

ринтовъ. Но, въ самомь 

фл, возможно ли по- 

строить или даже начер- 

тить безвыходный ла- 

[7 биринмь?— т.е. такой, вь 

воторомь найти путь къ 

“\ его «центру» и найти 

отеюда обратный выход 

было бы только лфломь 

в удачи, случая, счастья, 

а ие совершенно опредфленнаго и правильнаго математическаго 
расчета? С этой послфдней точки зрёшя вопроеь прюбрЪтаеть 
не только теоретичесый, но и большой практачесый интерес. 
Въ сущности, устройство нашихь городовъ, стей желфзныхь 


№Ъ ЦАРСТЬЬ СУЕНАЛЕИ, ь 
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дорогь, каналовь рЪкъ, телеграфовъ и т. д.—вее это болфе или 
мене сложные лабиринты. И если взглянуть на дфло сь этой 
стороны, то задача о распутываши любого лабиринта можеть 
считаться не однимь только «развлеченемь»... 

Итакъ, представляется вопросъ: есть ли безвыходные лаби- 
ринты, или въ каждомъ лабиринтЪ, руководясь общими извЪет- 
ными правилами, можно разобраться, свободно войти въ него, 
посфтить любую данную въ немъ точку (если она, конечно, не 
вполн% отдфлена оть всей системы непроходимой стфной) и за- 
тфмъ выйти обратно? 

Разрёшене этого вопроса принадлежить сравнительно позд- 
нЪйшему времени, и начало ему положено знаменитымь 9й- 
леромъ. Результаты произведениыхь въ этомь отношени изы- 
скан привели къ заключеню, что 

Нъгь безвыходных лабиринтовъ. 

РазрВшене каждаго лабиринта можеть быть найдено и при- 

томъ сравнительно простымъ путемъ. Внимательный читатель, 


преодол5виий нижеслфдуюция главы, самъ сейчась убфдится 
въ этомъ. 


Геометрическая постановка задачи о лабиринтахъ. 


Аллен, дорожки, коридоры, галлереи, шахты и т, п. ла- 
биринта, какъ знаемъ, тянутся, изгибаясь во всЪ стороны, ие- 
рекрещиваются, расходятся по всевовможнымь направленямъ, 
отвфтвляются, образують тупики и т. д. Но мы, для большей 
ясности разсмотрфн!я вопроса, вс перекрестки обозначимъ про- 
сто точками, а вс эти аллеи, дорожки, коридоры ит. д. 
будемъ принимать просто за лини, прямыя, или кривыя, пло- 
ся или нЪть-— все равно, но эти лин! соединяють наши точки 
(перекрестки) двф по двЪ. 

Велфдь затЪмь мы говоримь, что эти точки и эти лини! 
вмЪстр составляють геометрическую сВть, или лабиринтъ, если 
какая либо точка, движущаяся по линямъ этой сЪфти, можеть 
придти къ любой другой точкф, не покидая линНй нашей си- 
стемы (или сфти). 
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Усвоивъ это, покажемь теперь, что 
подобная движущаяся точка (представляющая, напр., 
человЪка) можетль послВдовательно описать всь лини 
сЪти безъ всякихъ скачковъ и перерывовъ, и при этомъ 
по каждой лини сБти она пройлетъ не болфе двухъ 
разъ. 

Другими словами, -— лабиринть всегда можеть быть разрЪ- 
шенъ. 

Но еще раньше, чЪмь приступить къ этому доказательству, 
можно доставить тебф довольно интересное математическое раз- 
влеченте, которое поможет» уленить вее предыдущее и будеть 
весьма полезно для усвоенйя самаго доказательства. На листЪ 
бЪлой бумаги возьмите произвольно нЪсколько точекь и соеди- 
ните ихь двф по дв столько разъ, сколько хотите, произ- 
вольнымъ числомъь прямыхь или кривыхъ лин, но такъ, чтобы 
ни одна точка системы не осталась совершенно изолированной. 
Итакъ, вы получите то, что мы назвали геометрической стью. 
Или нарисуйте, напримфръ, сЪть трамваевъ или конокъ города, 
сфть желфзныхъ дорогь страны, сЪть рфкь и каналовъ ит. д., 
прибавьте иь нимъ, если хотите, границы страны, — вы опять 
получите геометрическую сЪть, или лабиринть (Для начала, 
конечно, лучше брать не особенно сложную сЪль). 

Теперь на кускЪ непросвЪчивающей бумаги, или картона, 
вырЪжьте небольшое отверстте, черезь которое была бы видна 
только небольшая часть составленной вами р$шетки, или лаби- 
ринта. Безь такого приспособленя въ глазахь рябить, и легко 
запутаться въ сфти. ЗатЪмь прибавьте окуляръ` (отвереме для 
глаза) вашего «экрана» на какой либо перекрестокъь (точку) 
вашей сЪти, — наприм., точку, которую назовемь А, — и сдф- 
лайте себф такое задан: обЪжать этимь окуляромь непре- 
рывно ве лиши сфти два раза (пройти каждый путь виередъ 
и назадъ (и возвратиться въ точку 4. Чтобы помнить уже 
пройденныя окуляромь линш, примите за правило на каждой 
проходимой лини ставить поперечную черточку при входЪ въ 
перекрестокь и при выход изъ него. Отсюда слЪдуеть, что двЪ 
оконечности каждаго пути оть перекрестка до перекрестка (оть 
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точки до точки) посл выполнен!я задашя (пройти каждую сть 
лини 2 раза) должны быть обозначены 2-мл поперечными чер- 
точками, но не болЪе. 

Если мы имфемь дфло сь дЪйствительнымь лабиринтомь, 
или галлереями подземныхь шахть, сь развфтвлемями пещеръ 
ит. д., 10 блуждающему въ этихъь шахтахь вмЪфето черточекь 
на бумаг придется дфлать уже иной знакъ, чтобы орентиро- 
ваться, и класть, напримфръ, камень при вход и выход изъ 
каждаго перекрестка. — въ галлереф, которую онъ нокидаеть, и 
въ той, въ которую он входить. 

Но поставленное только что задаше и есть въ сущности за- 
дача о лабпринтахъ, а потому обратимся къ доказательству, что 
всяк лабиринть разр шимь, что нть < безвыходнаго» лабиринта, 


Р-шене задачи. 


Правило |. — Отправляемся отъ начальнаго пункте 
(перваго перекрестка) и идемъ по какой угодно дорог, 
пока не приходимъ пли въ тупикъ, или къ новому пе- 
рекрестку. Тогда: 

1°, Если окажется, что мы попали въ тупикъ, то 
возвращаемая назадъ, и пройденный путь долженъ быть 
уже отброшенъь, такъ какъ 
мы его прошли два раза 
(впередъ и обратно). 

2°. Если же мы прихо- 
димъ къ новому перекрестку, 
‘то направляемся по новому 
произвольному пути, не за- 
бывая только всяюй разъ 
отмфтить поперечной чер- 
точкой путь, по которому мы прибыли, и путь, по ко- 
торому отправились дальше. 

Все это пояенено на фиг. 69-ой, гдф мы движемея вь 
направленш, показанномь стрфакой /. приходимь къ пересЪ- 
ченйо путей и беремъ направленте, обозначенное стрЪлкой 4. 


Фиг, 69. 


и ледаднеКоА. 


иожаяваы, =>. 
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Но тоть и другой путь мы обовначаемь черточкой, или крести- 
комь (При чем крестикъ обыкновенно ставится, чтобы обозна- 
чить второй, позднЪфйний, путь). 

Мы слЬдуемъ указанному выше первому правилу веяк!й разъ, 
когда приходимь на такой перекрестокь, на которомь мы еще 
не были. Но, въ кони концовъ, мы необходимо доляиты придти 
къ перекрестку, на которомь мы уже были, и здфеь можеть 
представиться два случая. На извЪетный намь пункть мы про- 
ходимь по дорогЪ, уже разъ пройденной нами, или же по пути 
новому, не отмфченному еще черточкой. Въ таком случа» сл\- 
дуеть придерживаться таких правиль: 

Правило И. —— Прибывъ на 
изв5стный уже намъ перекре- 
стокъ по новой дорогБ, мы 
должны сейчасъ же повернуть 
обратно, предварительно отмБ- 
тивъ этоть путь двумя чер- 
точками (прибыте и обратное 
отправлеше), 

какъ это указано на фиг. 70-0й. 

Правило 1. — Если мы приходимъ на извфстный намъ 
перекрестокъ такимъ путемъ, которым мы уже разъ про- 
шли раньше, то, отмБтивъ этот путь второй черточкой 
(иликрестикомъ)‚отправляемся 
далыне путемъ, которымъ мы 
еще не шли, если только та- 
кой путь существуетъ. 

Этоть случай изображень на 
фиг. 71-0й. 

Но если такого пути н$тъ, 
то выбираемъ дорогу, по кото- 
рой прошли только одинъь разъЪ. 

Фиг, 71. Случай этоть изображень на 
фиг. 72-0й, 

Придерживалеь точно указаниыхь правиль, мы необходимо 
обойдемт 2 раза веф лиши сфти и придемь въ точку отира- 


ШО 


Фиг, 70. 
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влешя. Это можно доказать, сдЪлавъ 
и уяснивъ себф предварительно тав!я 
замЪчан!я: 

Г”, Выходя изъ точки отправле- 
Ш, скажемъ А, мы ставимъ началь- 
ный знакъ (поперечную черточку или 
крестикъ). 

2°. Прохождене черезь перекре- 
стогь по одному изъ предыдущихь 
8-х правилъ каждый разъ добавляеть 
два знака (дв поперечныя черточки) на линтяхь, которыя схо- 
дятея въ этой точкЪ. 

8 . Вь любой моменть прохождешя лабиринта, передь при- 
бымемь на какой либо перекрестокъ, или посл отправлентя 
изъ него, начальный перекрестокъ (пунктъ отправления) имфеть 
нечетное число знаковь (черточекь и крестиковъ), а всяыЙ 
другой перекрестокь имфеть ихъ четное число. 

4. Въ любой моменть, до или послф прохода черезь пере- 
крестокъ, начальный перекрестокъ имфеть только одинъ путь, 
обозначенный только одной черточкой. Всяый же иной изъ по- 
сЪщенныхь уже перекрестковь можеть имЪфть только два пути 
обозначенныхь одной черточкой. ре 

57. ПослЪ полнаго обхода лабиринта у везхь перекрестковь 
веЪ пути должны имЪфть по двф черточки. Это, впрочемъ, вхо- 
дить прямо въ услове задашя. 

Принявь во внимале все вышеизложенное, мы легко у6%- 
димся, что если кто-либо отправляется изъ начальнаго пере- 
крестка, скажемь А, и прибываеть въ какой-либо иной пере- 
крестокь М, то онъ не можеть ветрЪтить такихъ трудностей 
задачи, которыя могли бы остановить его дальнйшее `путеше- 
сте. Въ самомъ дЪлЪ, въ это мЪсто М онъ приходить или но- 
вымъ путемь, или путемъ. который уже одинъ разъ пройденъ. 
Въ первомъ случа прилагается 1-е или 1-е изъ данныхь выше 
правиль. Во второмъ—вступлене на перекрестокь М и оста- 
новка здфсь дала бы нечетное число знаковъ около него, слф- 
довательно, за неим$немь новаго пути надо пойти по уже прой- 
денному одинъ разъ пути, и около перекрестка будеть четное 
число знаковъ (если онъ не начальный), по замчантю 3°. 


Фиг. 72. 
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Пусть, наконець, мы будемь вынуждены закончить нашу 
путь и возвратиться въ начальный перекрестокъ А. Назовемъ 
эту послёднюю линшо ЙА, т. е. она ведеть изъ перекрестка й 
въ начальный А. Этоть путь долженъ быть необходимо тмъ 
самымъ, которымь мы отправились первый разъ изъ А, иначе 
путь можно было бы продолжать. И если теперь мы принуждены 
имь же возвратиться въ точку исхода, то это значить, что въ 
перекрестк® @ нить уже никакого другого пути, который бы не 
быль уже 2 раза пройденъ. Иначе это значило бы, что забыли 
приложить первую часть правила П1-го,-—болфе того, это зна- 
чило бы, что въ Й есть какой-то путь У, пройденный только 
одинъ разь по замфчанио 4. Итакъ, при послфднемь возвращо- 
ни въ А всЪ пути въ должны быть отмфчены 2-мя черточ- 
ками. Точно также это можно доказать для предшедствующаго 
перекрестка У и для вебхь остальныхъ. Другими словами, — 
наше предложеше доказано, и задача ршена. 

Этоть изящный способъ рфшешя задачи въ нЪеколько иной 
формЪ данъ французскимь инженером М. Тремо. Какъ видимъ, 
он вполн® доказываеть, что ифтъ безвыходныхь лабиринтовъ. 


Филадельфийсвй лабиринтъ. 


Объ одномъ изь новЪйшихь, не построенныхь, вирочемъ, 
а только начерченныхь лабиринтовъ поучительную историю раз- 
сказываеть Н. Е. Рийепеу въ журнал «Ге Эгама Мазайте» 
за 1908 г. 

«Н»\сколько лЪфть тому назадъ, — сообщаеть упомянутый ав- 
торъ, — одинъ странствуиий торговець изъ Филадельфш, въ 
(Соединенныхь Штатахь Америки, увлекся толоволомными ла- 
биринтами такъ, что заброеиль ве свои дЪла. Дни и ночи 
проводиль онъ за разршентемть и соетавленемь головоломныхь 
лабиринтовъ. Приводимый здЪеь образчикь лабиринта (фиг. 73) 
довелъ его до пьянства. Въ концф концовъ он помвшалея. Ра- 
зумфется, мозги его и раньше были не въ порядкЪ, если такой 
незначительной причины было достаточно, чтобы окончательно 


раветроить ихъ». 
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Во велкомь случа, отеюда слфдусть вывести поученте, что 
лабиринты совсфмь ужъь не такая важная вещь, чтобы изъ- 
за иихь стоило терять голову. Приводимъ этоть (фиг. 78), въ 
буквальномь смысл слова, «головоломный» лабиринть уже съ 


22$ 
25° 


д 


я 


Ч 


< 


АА 


Фиг. 78. 


готовымь и упрошентымь ръшенемъ его: всф тупики (слфиые 
проходы) вь немъь уже заштрихованы и главибйние пути ука- 
заны точечиыми поли пигриховыми линями. И по р№шенйо, дан- 
ному па этой фигурЪ, видно, что оть А надо сначала идти 


въ С, и потомь оть № цъ В. 
ы ОЕ ЕЕАЕ 8 
> 77 Но, когда мы придемъь къ 


И (', у наеь являются три до- 

иг. 74, а р й 

роги, обозначенныя 1, 2, 8, 

чтобы дойти ло 1). Точно также, когла мы дойдем до Е, тоже 
видны три дороги, обозначенныя 4, 5. 6, чтобы дойти до №. У 
нае ость такимь образомь обозначенная точками дорога оть © 
до Е, другая— обозначенная точками дорога оть 1) до Ри про- 
ходъ оть Г до Е, указанный звфэдами. Мы можехь, слфлова- 


ильва- 7) 


ти 

тельно, выразить положеше дЪла маленькой упрощенной д!а- 
гпраммой на фиг. 74-0й, ЭдЪеь веЪ усломя пути соотвЪтетвують 
путамъ кругообразнаго лабиринта, но только боле доступны 
глазу. И воть при такихь-то усломяхъ, при услови также, ко- 
торое здЪеь можио выполнить, не проходить дважды в. 
одииъ и тоть же проходъ, окажется 640 путей оть А д В. 
Для головоломнаго лабиринта это,— не правда ли,  довольно- 
хороито. 


Задача 39-я. 


Хижина Розамунды, 


Фиг. 


А теперь, почтенный читатель, посл изложеннато уже и, 
думаемъ, усвоеннаго вами рЪыпеня задачи о лабиринтахь для 
Вась будеть нетрудно найти путь къ хилл прекрасной Роза- 
мунды, поеелившейся въ паркЪ, изображенномь на фиг. 75, Если 
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до сихъ поръ вамъ еще не приходилось слышать о прекрасной 
Розамундф, то, кстати, достаньте книгу и прочтите эту историю... 
Быть можеть, для сокращен!я времени вамь ие безполезень 
будеть совфть начать поиски оть хижины и найти лучше 
выходъ изъ этого коварнаго парка, чЪмъ начинать со входа. 
Впрочемъ, при наличности свободнаго времени это безралично. 


Задача 40-я. 
Еще лабиринтъ. 


Воть еще любопытный образчикь лабиринта, вь которомь 
надо пробраться по кратчайшей дорог къ центру (фиг. 76). 


Общя замфчания. 


Задача о лабиринтахь находится вь непосредственной связи 
‹ъ задачей Эйлера о мостахъ и островахъ, а также съ сопро- 
сомъ о вычерчивани однимъ почеркомъ различныхь фигуръ 
(уникурсальныя фигуры). На стр. 193-—214 третьяго изданя пер- 
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вой книги настоящей Хрестомат!и эти задачи разобраны довольно 
подробно. Здфсь нелишнимъ будеть привести т общфя теоремы, 
которыя лежать въ основ% подобныхъ задачъ. Условимея прежде 
всего называть точкой четнаго порядка такую точку, изъ которой 
исходить четное число лин, п точкой нечетнаго порядка такую, 
въ которой встрЪчается нечетное число лиш. Тогда: 

15. Въ замкнутой фигурв можетъ быть только четное 
число нечетныхъ точекъ,— все равно, уникурсальная эта фи- 
тура, или н%тъ. 

2°. Замкнутая фигура, вс точки которой суть четнаго по- 
рядка, всегда можеть быть вычерчена однимъ почеркомъ, на- 
чиная съ любой изъ ея точекъ; т. е. такая фигура всегда 
уникурсальна. 

32, Если въ замкнутой фигур не боле 2-хъ нечетныхъ 
точекъ, то она можеть быть вычерчена однимъ почеркомъ, 
начиная только съ одной изъ этихъ точекъ, 

42. Замкнутая фигура съ числомъ нечетныхъ точекъ бо- 
ле двухъ не вычерчивается однимъ почеркомъ, 

5°. Пусть въ замкнутой фигурё есть 8» нечетныхь то- 
чекъ, тогда необходимо и достаточно и премовъ, чтобы 
вычертить фигуру. 

Доказательство этихъ теоремь можно найти частью въ 1-й 
книг} настоящей Хрестомати, частью у Гисаз. <ТАбоме 46$ 
МотЬгез», глава УП. 

Изъ этихь теоремь вызекаеть и рьшене задачи о лабирин- 
тахь — ршене, сводящее лабиринть м такой замкнутой кри- 
вой, которая вычерчивается двойным непрерывных ь движещемт.. 
если каждую линйо пройти дважды: впередь и назадъ. 

'Такимь общимь путемъ, как, мы уже указали, можеть быть 
рышенъ веяю лабиринть. Юели же на практик убшеше модито 
упростить, то, конечно, слфдуеть это дать. 


Задача, 41-я. 
Картографичесий вопросъ 


или 


теорема о четырехъ краскахъ. 


Вопросъ, на который мы сейчась желаемь обралить внима- 
пе читателя, извфетень уже давно возмь, спещально занимаю- 
щимсл черченемь п раскрашивашемь географических карть 
и плановъ. Соетоить онъ въ слфдующемь: 

Для всякой карты достаточно четырехъ различ- 
ныхъ красокъ, чтобы любыя двБ области, имъющия 
общую пограничную линйо, не были окрашены въ одинъ 
и тотъ же нвЪть. При этомъ все равно, сколько бы ни 
было областей, какъ бы прихотливы ни были ихъ 
пограничныя очерташя и какъ бы сложно ни было их 
расположен. 


Выяснене задачи, 


Изь прилагаемой фиг. 77 можно убЪфдиться, что четыре раз- 
личныхъ краски дЪйствителано необходимы. Нфеколькихь попы- 
токт, предпринятых въ этомъь направленти, 
достаточно для большинства, чтобы убфдиться 
въ невозможности составить карту съ такимъ 
расположенемь областей, пли участковъ, гдЪ 
потребовалось бы для выполненя условй ва- 

Фиг, 77, дачи болфе четырехь различныхь красокъ. 

Но дать этому послфднему положеню мате- 

матическое доказательство —представляеть совершенно иной во- 
проеъ. 

Снпещалистамь картографическато дЪфла этоть вопросъ, как, 
упомлнуто выше, извфетень уже давно. Но какъ матемаличе- 
скую теорему, пли задачу для рЪшешя, впервые выдвинули его 
Мёбтусь въ 1840 году и Гютри, затЪмь еще болфе популя- 
ризоваль его Морганъ. Вопрось получиль извфстноеть и былъ 
объявлен, какъ одинъ изь нерБшенныхь, или даже, быть мо- 
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жеть, перазр\шимыхь помощью математики. Начинаяст 1868 года, 
талантливый математику, Коли (Кау!еу) обнародовать нЪеколько 
доказательствь этой теоремы, но ве№ они оказались несостоя- 
тельными. Профес. Кемпе и проф. Тэть также тщетно пытались 
рЪишить вопросъ. Итакъ, задача остается до сихъ поръ откры- 
той п ждеть своихъ побЪдителей. 

Вели бы разематриваемос нами предположене было невЪрно, 
10 это можно было бы обнаружить хотя однимъ какамъ-либо 
примфромъ, — наприм., составлешемь такой «карты» съ пятью 
или болфе, областями, гдЪ четырехь различныхь красокъ для 
выполнен я заданнаго условя педостаточно. Мноме и попыта- 
лись это сдфлаль, но... вопросъ такь и остается открытым. 

Пока что, доказано только, что существують поверхности, 
для которыхъ данная теорема не имфеть м\ста. Теорема мо- 
жегь имЪть мЪето на плоскости, пли на поверхности шара. 

Быть можеть, кто либо изъ нашихь читателей займется 
этимь вопросомъ и будеть настолько настойчивь и счастливъ, 
что разрфшить го! Аналомя этой задачи съ Эйлеровой задачей 
о мостахъ, съ задачей объ уникурсальныхь кривыхъ и съ пре- 
дыдущей задачей о лабпринтахъ напрашивается какъ-то сама 
собой. Но аналомя въ математикЪ. увы, ничего не доказываеть. 


Г. < т 4 
ОХ 
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0 весьма большихъ и весьма, малыхъ числахъ, 


Что такое биллюнъ? 

Въ Англи, Гермаши и въ нфкоторыхь иныхь странахь 
сЪверной Европы часто въ основу счета кладуть группы изъ 
шести знаковъ: 

10° —1 000 000 — миллюнь; 10'?— 1000 000000 000 бил- 
монь, 10'8 — трилмонь ит. д. 

Въ Америк и въ южно-европейскихь странахь въ основу 
счета кладется группа изъ трехъ цифр: 

108 — миллюнъ; 10’ — биллюнь; 101? — триллюнь и т. д. 

Вопроса о томь, какая изъ этихъ системь правильн®е, быть, 
конечно, не можеть. ВЪрно и то, и другое. Вее дфло въ разъ 
навсегда ипринятомъь услови 0 значеми того или иного 
слова. Англичане, вирочемь, указывають на филологическя, 
такь сказать, преимущества ихъ счислешя: биллюнъ, т. ©. 
вторая степень миллюна; триллонъ, т. е. третья степень мил- 
люна и т. д. 

Впрочемь, разница въ наименоваши касается, какъ видимь, 
такихь большихь чиселъ, которыя лучше всего опредфлять 
просто количествомь входящихт въ» нихь знаковь (цифръ), а 
пототу на практик изъ такого различнаго употребленя въ 
разных», странахъ одного и того же слова не создается затруд- 
нен!й; и это обыкновенно не отмфчаетсл даже въ учебникахь 
ариеметики. Но о слов биллюнъ слфдовало бы упоминать. 
Слово это приходится слышать часто, а потому надо имть вь 
виду, что оно означаеть тысячу миллюновь въ устахъ обита- 
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телей однихъ странъ и миллюнъ миллюновъ въ устахь обита- 
телей другихъ. Разсказывають по этому поводу о безпокойетвЪ, 
а затЪмь о «радости» французовь, когда они заключали тяже- 
лый мирь съ побфдителями, нЪзмцами. Рфчь шла объ огромной 
контрибущи въ пять «биллюновъ» франковъ, которую затребо- 
вали нЪмцы. Такь какъ «биллюнъ» у нфмцевъ есть миллюнЪ 
миллюновь (т. е. 10'?), а у французовь омь равенъ тысячЪ 
миллюновъ (10°), то французы, говорять, переживали дни тяже- 
лыхь недоумвв!й, пока оть нЪмцевь не была получена бумага, 
дЪ цифрами (5000 000 000), а не словами, была указана 
требуемая сумма. И оказалось, что побфдители на этотъ разъ 
слово «биллюнь» приняли такъ, какъь понимается оно 10бф- 
жденными ими французами. Воть почему, пожалуй, было бы по- 
лезно разъ навсегда условитьсл принять вмфето слова «биллюнъ» 
французское слово миллардъ, какъ назваше тысячи миллюновъ. 

Въ наше время различнаго рода «миллардёровъ» слово «мил- 
мардь» или «биллюнъ» сдфлалось привычнымъ и нисколько, 
вообще говоря, не поражаеть обывательскаго ума. НЪсколько 
иначе къ этому слову отнесется боле развитой математически 
умъ. Онь скажеть вамъ, напримфрь, что оть начала нашей 
эры, т. е. оть Рождества Христова и до 10 час. 40 м. 29 апр$ля 
1902 г. протекъ только биллюнъ (миллардь) минутъ. 

Еелипопытаться сосчитать биллюнт (милмардь-—10?) спичек, 
считая по одной и предполагая, что надо употребить по секундЪ 
на спичку, окажется, что, занимаясь такимъ счетомъ по десяти 
часов, въ сутки, на этоть процесеъ счета придется употребить 
76 лфтъ! 

Если взять биллюнь въ англйекомъь значенти этого слова, 
т. е. миллюнъь миллюновъ=10', то можно привести еще болфе 
разительный ипримЪръ, который дань однимъь англйскимь про- 
фессоромъ: 

Если, говорить этоть професворъ,— Адамъ быль сотворень 
за 4004 тода до Р. Х. (библейская хроноломя) и еели бы онъ 
могь считать непрерывно вс 24 часа въ сутки, и вь каждую 
секунду называть три послфдовательныхь числа, то, доживя 
до наших» дней, онъ сосчиталь бы только немногимь болЪе 
половины биллюна вь ангийскомь смыелЪ этого слова... 
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Вь повседневномь обиходЪ намь приходитея обыкновенно 
ветрЬчалься со сравнительно небольшимь числомь какихъ-либо 
предметовь или съ пеболышимь числомь ихъ частей. Но въ 
наук, вообще говоря, мы можемь встрЪтиться еъ чпеломь какой 
угодно величины, — чрезвычайно большой и чрезвычайно малой. 
Разетояня неподвижныхь звЪфздъ, скорость свЪта, возраетъ 
вселенной и т. и. представляють примфры весьма болыпихъ 
чисель, а разуфры атомовь, продолжительность пхъ удара 
одного о другой суть примфры величинь другого, чрезвычайно 
малаго порядка. Но если написано число, съ большимь коли- 
чествомь зиаковъ, — скажемь 15-ти-значное, 20-ти-значное 
ит. д. число, то нашъ умъ отказывается соединить съ такамъ 
числомь какое-либо представлеше; и чтобы ‹объяснить», такъ 
сказаль, это чиело. мы должны прибЪгать или къ какимъ либо 
таким новымь единицамь сравненя, какь свЪловой годъ, или 
къ инымь какимь либо иргемамь иллюстращи. Такъ, напр., если 
мы скажемь, что вь каплЪ жидкости, висящей на конц® острия 
булавки, заключается нЪеколько миллардовь атомовъ, то это, 
конечно, дасть намь болфе леное представлене о величинЪ 
атома, чЪмъ если бы мы написали дробь съ единицей въ числи- 
тел, а вь знаменател® ея огромное многозначное число. 

Для пояснентя величины иЪкоторыхь чисель существують 
ифлые разсказы и даже легенды. Двадцатизначному числу, пред- 
ставляющему безь единицы 64-ю степень 2, особенно повезло 
вь этомъ отношения. Помимо легенды о браминЪ СесеЪ и повели- 
телф Инди ШерамЪ, разсказанной нами въ 1-й книгв этой Хре- 
стоматш, сеть и такая пллюстращя этого числа, предлагаемая 
Оливеромь Лоджемь въ его «Легкой математик». 

«Страна, величиной сь Англию, была осаждена непрятель- 
скимъ флотомь, и ея обитателамь грозила опасность умереть 
сь голоду, такъь какь они не выращивали собетвеннаго зерна. 
При этихъ обетолтельствахъ капитамь одного коммерческаго судна 
настойчивыми просьбами добилея оть неприятеля пропуска чрезь 
блокаду, при чемь ему разр\ишено было провести шахматную 
доску, покрытую пшеницей, для его умирающей съ голоду жены 
и семьи: на первомъ квадрат должно было находиться одно 
зерно, на второмь—два, на слфдующемь— четыре и т. д. 


сни вышли вы. :- 
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«Но когда непр!ятельсый адмираль сдфлалъ необходимыя 
вычисленя при помощи одного японскаго моряка, случайно на- 
ходившагося на борту, то оказалось, что зерна, которое онъ 
долженъ былъ пропустить, хватить не только, чтобы накормить, 
но чтобы задушить всфхь обитателей страны (Оказалось, что 
число зерен равно 18 446 744 073 709551 615). Такимъ коли- 
чествомъ зерна можно было бы покрыть всю землю слоемъ толщи- 
ной въ 4 метра. 

«Тогда адмпраль разр шилъ пропускь лишь при томъ услови, 
чтобы весь запасъ быль провезенъ съ одного раза». 

Слфдуеть замтить, впрочем, что въ очень многихъ слу- 
чаяхъ при весьма большихъ числахь не такъ важно точное 
численное опредЪлен!е величины, какъ порядокъ этой величины. 
«Порядокъ же величины» опредфляется просто числом цифръ, 
потребныхь для ея обозначения. 


Задача, 42-я. 
Довольно большое число! 


Съ помощью трехъ девятокъ написать возможно 
большое число. 
Р»ьшеше. 


Очень часто въ отвфть на предложенный выше вопрос пи- 
шуть число 999, но это невфрно. Точное рЪшене вопроса пред- 


ставить число: 
9 


э 

9 

Другими словами, 9 нужно помножить само на себя столько 
разт, сколько единиць заключается въ числ 9’. Но 


9 — 387 420 489. 


Итакъ, нужно произвести 387 420 489 умножен!й девятки 
самой на себя, чтобы получить искомое число! Получится «до- 
вольно большое число». Но въ остроумной и талантливой кни- 
жечк® «Пийайоп ша@фбтайчие» г. Лэзанъ (Т.а1зап) р%ши- 
тельно не совфтуетъ тратить время на отыскане этого числа. 

ВЪ ЦАРСТВ® ОМЕКАЛКИ. 6 
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«Н»гь, ршительно не совфтую вамъ,—говорить г. Лэзанъ,— 
приниматься за эту задачу. Позвольте мн вамъ сказать, и по- 
вторите своимь ученикамь, которые позже фактически уб®дятся 


99 


9 - И ри 
въ этомъ, что число, 9, если бы его напиеать по дес яичной 


системЪ, имфло бы 
369 692 128 цифръ. 


Чтобы написать его на бумажной лентЪ, предполагая, что 
каждая цифра займеть 4 миллиметра въ длину, нужно было 
бы, чтобы эта лента имфла 

1478 километровъ, 772 метровъ, 40 сантиметровъ. 

«Это немножко больше удвоеннаго разстояня оть Парижа 
въ Авиньон и обратно по желЪфзной дорог. 

«Необходимое время, чтобы написаль это число, полагая по 
секундж на цифру и работая по 10 часовь въ день, не превы- 
сило бы 28 лЪть и 48 дней, сь усломемъ включить сюда ве 
воскресенья и всЪ праздники, т. ©. не имфть пи дня отдыха. 

«Для большаго освФдомленя могу вамъ сообщить, что первая 
цифра искомаго числа 2, а послФдияя 9. Намъ остается, значитъ, 
найти не боле 369 692 126 цифръ. Вы подумаете, можеть 
быть, что облегчеше довольно слабое, я то же думаю. Зато, 
надфюсь, согласитесь, что заглаве «Довольно большое число» 
поистинф оправдало себл...>. 


Задача, 48-я. 
Лавины. 


Не такъ давно часто бывало (да и теперь это бываеть), что 
руссый обыватель неожиданно получаль письмо оть неизвфел- 
наго даже ему лица съ просьбой переписать присланное письмо 
вь 5, наприм., кошяхь и разослать эти пять кой пяти раз- 
личнымь лицамь сь такой же просьбой, т. е. чтобы получивпие 
въ свою очередь сдФлали съ письма по 5 кошй, разослали ихь 
ит. д Чаще всего подобнымъ образомъ распространяли раз- 
наго сорта «молитвы», — особенно приписываемыя покойному 
популярному протоерею Тоанну Сермеву (Кронштадтекому). Вь 


ё——————% 
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провинции обыватели на письма такого сорта откликалиеь до- 
вольно охотно, пока не надоЪло. 


Не особенно давно также, быть можеть, читателю приходи- 
лось встрфчалься или слышать о ловкой реклам какого-то про- 
давца часовъ. Этоть господин предлагаль каждому желаю- 
щему имфть «даромь» часы на слфдующихь усломяхь: Прода- 
вець высылаеть желающему талонъ съ 6-ю отрЪзными купо- 
нами. Пусть получатель убфдить шестерыхь своих знакомыхь 
взять по одиому купону въ рубль. Деньги эти пересылаются 
продавцу, а тоть немедленно за это получателю высылаеть 
«даромъ> часы. Но въ свою очередь каждый купцивиий за 
1 рубль купонт, получает оть продавца талонъ съ шестью 
купонами: пусть онъ убфдить б евонхь знакомыхь взять 6 ку- 
поновь по 1 рублю, п тогда онъ получить тоже часы «даромъ». 
Въ свою очередь каждый изъ купившихь купонь получаеть 
книжку съ 0-ю купонами, <убЪждаеть» шесть своихь знако- 
мыхъ купить по купону въ 1 рубль, получаеть часы ит. д. 

Своеобравиая реклама эта дасть поводь къ постановки 
рЪшеню слфдующей интересной задачи, въ которой для боль- 
шей разительности возьмемъ неболышя числа. 

Пусть кто-либо пошлеть три письма, обозначивъ 
каждое номеромъ т. Каждый получивший такое письмо 
въ свою очередь пусть пошлетъ по 3 коши съ него, 
обозначая эти коши номеромъ 2; каждый получивний 
эти коши № 2-й въ свою очередь тоже пошлетъ по 
3 коши съ письма, обозначивъ ихъ номеромъ 3 инт. д. 
до т5хъ поръ, пока номеръ разсылаемой коши не до- 
стигнеть какого либо опредЪленнаго числа, напр., 50. 
Предположимъ теперь, что каждый, кого просятъ, сдЁ- 
лаеть это и пошлетъ по 3 коши, предположим также, 
что письма всегда будуть получать разныя лица, 
такъ что никто не получитъ письма дважды. Спраши- 
вается, при какомъ номерЪ коши каждый мужчина, 
женщина и ребенокъ на всей Земль получитъ подобное 


письмо? 
6* 
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Рьшене. 


Пусть искомый номеръ кошй будеть 2. Примемъ населене 
земного шара круглымь счетомь въ полтора милларда, т. ©. 
въ 1500 000 000 человфкъ. По условию задачи, это число должно 
получиться, какъ сумма членовъ ряда чисель 


3 9 ВН. 


Рядь этоть есть геометрическая прогреемя изъ 2 членовъ 
съ знаменателемъ прогресси 3. КВакъ извЪфетно, сумма членов 
такой прогресси, 5, выражается формулой 


ва" — 1 
ео 


Значитъ, для нашей задачи имфемъ: 


= 1500 000 000. 


Или 
3"—1— 1000000 000 = 10°. 


Полученное ур-е 3” — 1 = 10° принадлежить къ виду таку, 
называемыхъ показательныхъ уравнен!й и р8ёшается съ помощью 
логариемировашя обфихъ его частей. Для нашей цфли, оче- 
видно, будеть совершенно безразлично, если мы пренебрежемт 
входящей сюда единицей. Тогда логариемироване даетъ: 


2163 — 12(10°) 


9 у 
1 - 13 — 18,86. 

Полученное р®\шенге доказываеть, что если лавину писемъ 
указаннымт въ задачЪ способомъ довести только до кошй за 
№ 19, то число писемъ уже превысить весь живущ на зем- 
номъь шарф человчесяй родъ! 

Часовщикъ, о которомъ мы говорили выше, очевидно, имфль 
поняте о геометрическихт, прогрессяхъ. Другой вопросъ, однако, 


ше. 
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насколько осуществимъ подобный епособъ распространеня сво- 

ихь товаровъ и даже, —насколько онЪ добросовф стен! 
Насколько быетро увеличиваются числа въ г зометрическихъ 

прогресейяхь, вы поймете также изъ слфдующей главы, 


Прогресс!я размножения. 


Думали ли вы когда нибудь, что представляль бы собой 
нашь мръ, сели бы въ немъ не было смерти, и вс живыя 
существа размножались бы безпрепятственио? Легко показаль, 
что ваконтъ геометрической прогрессеш размноженя привель бы 
такой мръ къ самому прискорбному состоль!ю, какое только 
можно себф вообразить. Въ какихъ-нибудь два-три десятиль тя 
вся поверхность суши сплошь заростеть непроходимыми дебрями 
растенй, въ которыхь будуть буквально киш ть милмарды 
всевозможныхь животныхъ, яростно пожирая другь друга въ 
борьб® за мфсто. Океанъ, вмфсто воды, наполнится рыбой до 
того, что никакое судоходство не будеть возможно, а воздухъ 
сдфлается непрозрачень оть птиць и насЪкомыхъ. Вее это бу- 
деть тфенить другь друга, безжалостно пожирая и уничтожая, 
такъ какъ для новыхъ пришельцевъ буквально не будеть м%ета. 
Здфеь будеть непрерывный вопль и зубовный скрежеть, и вов 
ужасы Дантова ада поблфднЪють иредь такой картиной. 

Цифры и вычисленя показывають, что въ такихъ мрачныхь 
пророчествахь нЪть ни тфни преувеличешя. Еели бы даже на 
земномь шарф было первоначально одно растеше, занимающее 
не болфе квадратнаго фута почвы, т0 и для него векорЪ не 
хвалило бы мЪета, если бы смерть не уничтожала его потом- 
ства. Вообразимь, что оно даеть ежегодно всего 50 сфмянъ —- 
цифра небольшая, такъ какъь мномя растеня (макъ, белена и 
друг.) дають ихь тысячи и десятки тысячь. НЪтгь ничего легче, 
какь разечитать, что уже черезь 9 лфть такое растеше сплошь 
покроеть вс№ 50 миллюновь квадратныхь миль поверхности 
суши. Воть ходь вычисленй, который каждый можеть про- 
вфрить: 
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Число растеншй, 

Череяъ 1 год... 1 > 50 —= 50 
> И М а 50 50 2500 

> 8 сне 2.000 Х 50 —=1265 000 

| ен ее о 60280000 

» Л оконные 409900900 

>» 0 з........ 10625000000 

> Яя а обо ть о 28112001000.000 


8 ›....... 39062600000 000 


> 9 > 1953 125 000 000 000 


Чиело квадратныхь футовь поверхности твердой Земли меньше 
и равно всего 1 421798 400 000 000. Другими словами, менфе 
чЪмь въ девять лЪть растеше сплошь покроеть вею Землю, и 
для дальнфйшаго размножения физически не будеть м\ста. Но 
многя живыя существа размножаются гораздо быстрЪе, нежели 
взятое выше для примфра растене. Обыкновенная муха въ те- 
ченте одного лфта дала бы — не будь вь мЪ смерти — потом- 
ство ни мало ни много, какъ въ двадцать мпллюновъ! А въ 
пять лфть потомство ея выразилось бы умопомрачительнымь 
числомь, состоящимь изь 37 цифрь (321035). Пауки не 
уступають мухамъ въ этомъ отношени: каждый кладеть сотни 
лицъ, и въ нЪфеколько лЪть пара пауковъ населила бы Землю 
не меньшим чиеломъ потомковъ, нежели муха,—-если бы смерть 
не уничтожала 99°/, везхъ яичекъ. Еще быстрЪфе размножаются 
тли (Арн), которыя дають около 25 особей въ сутки. Въ какихъ- 
нибудь 10 дней эти легчайния, эопрныя созданя составили бы 
колоссальную гору тЪлъ, равную по вфсу биллюну людей! 

Смерть уничтожаеть ежегодно ие менфе трехъ четвертей 
вефуь рождающихея птиць. Не будь этого. каждая пара итицщь 
вь 15—20 лЬть ипревратилаеь бы въ тысячи миллюновъ экзех - 
пляровъ. Пара голубей уже въ 7 лЪть дала бы почти 10 мил- 
моновъ птицъ. Рыбы размножаются не менфе быстро, нежели 
обитатели воздушной стихт. Треска на третьемъ году жизни 
мечеть 9 000 000 икринок. Легко разечитать, что если бы веЪ 
икринки развивались безпренятетвенно, то въ н?еколько лЪть 
треска наполнила бы сплошь моря и сд 
мореплаван!е. 


лала бы невозможным 


> Е 


ЕВЕ ЕННННЕЕ 


фиг, 78. Прогрессйя размиоженя. Потомство одной трески посл трехь лить 
безпрепятственнато размножения: 40 милаюновъ оеобей. 


Изь наземныхь существь всего медленифе размножается 
селонъ, но п онъ въ 500 лЪть принееь бы потомство въ 
15 000000 слоновъ. Но если бы веф звфри безпрепятственно 
размножались, то ужасныя послфдетвя такого положешя вещей 
сказались бы, конечно, гораздо ранЪе, нежели черезь столе: 


Фиг, 79. Прорессёя размиоженл. Потомство пары голубей послф семи лфтъ 
бозпрепятетвеннаго размножения: 10 миллюновЪ особей, 
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въ какихъ-нибудь два-три десятиля крокодилы заполнили бы 
всв рЪ%ки. Медвфди, тигры, волки стаями ходили бы по нашимъ 
городамь и деревнямъ, и никакая культура не была бы 
возможна. 

На прилагаемыхь рисункахъ читатели найдуть наглядное 
изображене тфхъ фантастическихь ландшафтовъ, которые по- 
явились бы на нашемь земномь шарЪ, если бы смерть хотя 
на время остановила регулирующую работу своей страшной 
косы. При всей фантастичности, рисунки эти имфють, какъ мы 
видфли, нфкоторое реальное основане въ геометрической про- 
гресеш размножения. 

А человЪкъ? Въ настоящее время на всемь земномьъ шарЪ 
вруглымь счетомь 1'/> милМарда людей; число квадратныхъ 
футов твердой земли — въ миллюнъ разъ болфе. Полагая по 
футу на человЪка, мы имЪфемь, что если населеше земного 
шара увеличится въ миллюнъ разъ, то оно силошь покроеть 
всю сушу, какь колосья въ полВ. Какь скоро наступило бы 
это, если бы не было естественной смерти? Статистика пока- 
зываетт, что средний проценть рождаемости населеня равенъ 
3'/>. Капитал, положенный въ банкь по 38'/5/о (сложныхЪ), 
удваивается, какъ извфетно, каждые 20 лЪть; тоже будеть п 
съ населешемь. Сколько же такихь удвоен!й нужно, чтобы на- 
селенте увеличилось въ миллюнъ разь? Ршивь уравнене 


2" — 1000 000, 


найдем, что 2 равно 
) 


121060 000 6 
17] 0,30108 —— 


19. 


Другими словами, черезь 20 < 19 - 380 лЬть люди сплошь 
покрыли бы всЪ материки и острова земного шара, не будь 
естественной смерти. А въ 2400-мъ году по Р. Х. вновь рожда- 
ющуеся должны были бы уже помфщаться на головахь стар- 
шаго поколЪния. 

Тактъ было бы, если бы люди были безсмертны. Но даже и 
при настоящихъь условяхь возростане населення внушаеть 
серьезныя опасешя за будущее. Естественный прирость насе- 


89 


фиг, 80. Прогресстя размножетян. Черезь 50 лЬть безпрепятственнаго раз- 
множен!я крокодилы заполнили бы всЪ рёки земного шара, Даже въ Лон- 
дон, у набережной Темзы, тодпилиеь бы тысячи крокодиловъ. 


дешя въ европейскихь странахь колеблется оть 1,8°/ю (въ 
Россш) до 0,36%/о (во Франции). Принявь за среднее 19/о, легко 
вычислить, что насолеше будеть удваиваться каждые 70 лЬть 
(22:1 1,01). ели норма прироста останется неизмЪиной, 
то посл 19 удвоенй, т.е. менфе, чЪмъ черезъ 1400 лфть, на- 
селене увеличится въ 1000 000 разъ, — и на нашей планет 
не будеть буквально ни одной пяди свободной земли. 
Такова безпощадная прогресёя размноженя! 


Задача 44-я. 
Загадочная автобография. 


Въ бумагахъ одного чудака-математика найдена была его 
автоб1ография. Воть ея начало: 

«Я окончилъ курсъ университета 44-хъ лЪтъ отъ- 
роду. Спустя годъ, тоо-лБтнимЪ молодымъ человЪкомъ, 
я женился на 34-лЬтней лЪвушкЪ. Незначительная раз- 
ница въ нашихъ лЬтахъ, всего т! лЪтъ, способство- 
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вала тому, что мы жили общими интересами и мечтами. 
Черезъ небольшое число лфть у меня была уже и ма- 
ленькая семья въ ТО челов5къ дфтей. Жалованье я 
получалъ, положимъ, слишкомъ скромное,— всего 200 
рублей въ м5сяцъ. Изь этого жалованья ‘/лю прихо- 
дилось отдавать сестрЪ, такъ что мы со своей семьей 
жили на 130 р.», и т. д. 

Предлагается объяснить: что за странныя и явныя 
противорЪ"Ия получаются въ числахъ? 


Ръшен!е. 


Разгадка заключается въ томъ, что математику пришла 
фантазя написать вс числа не по привычной и обычной для 
насъ системф счисленя, а по систем пятеричной, т. ©. по 
такой систем, гдЪ въ основан е положено число пять. Дру- 
гими словами, — вь такой систем есть только цифры: 0, 1, 
2, 3, 4, а число 5 изобразитея уже цифрами 10. Вступая 
«въ царство смекалки», слфдуеть разъь навсегда усвопть себЪ 
умЪнье писать числа не только по нашей десятичной систем 
съ десятью цифрами, но и по любой другой. Въ первой книг в, 
вь глав о двоичной систем, объ этомъ сказано виолнф до- 
статочно, чтобы не повторяться. Впрочемь, сейчась ниже мы 
даемтъ указаня, какъ оть десятичной системы счисления пере- 
ходить къ другой. Теперь же переведемь языкъ загадочной 
автобюгра/и на нашь обыкиовенный «десятичный» языкъ и 
тогда увидимь, что дфло объяеняется просто: ` 

Чиело, обозначенное въ автобюграфи через, 44, равно по 
десятичной системЪ: 4.5--4=-24; другими словами, —-матема- 
тикъ окончиль куреъ университета по нашему счету въ 21 года. 
"Точно такъ же: 


100 соотвЪтетвуеть десятичному числу 25 


85 » 8.5 +4—19 
и » и 
200 » 8.52 00 
1 1 
10 ;2 РР И 


130 5 
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Поелф этого перевода на нашу десятичную систему вс% 
видимыя противорфчя загадочной автобографии исчезають. 'Те- 
перь ясно, что автобюграфио чудака слфдуеть «по нашему» 
читать такь: «Я окончилъ куреь университета 24 лимиз отъ- 
роду. Спустя годь, 25-льтииме молодымъ челов комъ, я женилея 
на 19-льтней дЪвушкЪ. Незначительная разница въ б л%т%.., 
ит. д. 


Для облегченя чтешя слЪдующей тлавы сдфлаемь здЪеь 
кстати указания, какъ числа, напасанныя по десятичной систем 
счислешя, писать въ иной систему. 

Предположим, вы желаете число 25 написать по восьме- 
ричной систем. ДЪлите 25 на 8 — получаете въ частномъ 3, 
вь осталкЪ 1. Это значить, что число ваше состоить изъ трех 
восьмерокъь и одной единицы; слфловательно начертане его по 
восьмеричной систем будеть 37. 

Еще примфрь: написать 267 по четверичной систем. Дф- 
лите 267 на 4, частное—снова на Тит. д.. запоминая каждый 
разъ остатки. 


267 4 
ва 
2 + _ 
0411 Итакъ: 
т 268 —= 4442.41 8. 


Мы узнали, что наше чиело содержит три единицы, двЪ 
четверки (т. е. двф единицы второго разряда) и одну единицу 
пятазо разряда. СлЪдовательно, начертан сго будеть 700.28 


Задача, 45-я. 


Написать единицу тремя пятерками. 


Ръшен!е. 


Задача состоить въ томъ, чтобы, пользуясь тремя 5-ками 
п какими угодно знаками математическихь дЪйствй, написать 
выражеше, равное единиц. 

ели вы никогда не пробовали рЪшать подобныхь задачтъ, 
то вамъ не мало придется подумать, прежде чЪмъ вы нападете 
на одно изъ правильныхъ рфшешй. Воть нфкоторыя изъ рф- 
щенй предлагаемой задачи: 


5 Е 
(+): 1 ибо Ба 11. 


5 
УАЗ в 5 
и Е ибо — = ау 1=1. 
5-6, ибо б--6—0, а 5°— 1. 
(15,5) — 1, ибо №5 =, а 1. 
И 85- -1, ибо в 5—1, а у!=1. 
Можно пытаться найти и друмя рЬшеня, кромф этихь 


пяти. Ниже мы укажемь систематичесй премъ, пользуясь ко- 
торымь можно отыскивать вс® рфшешя этого типа. 
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Задача 46-я. 
Написать нуль тремя пятерками, 


Ръшен!е. 


Задача одного порядка сь предыдущей. Теперь уже чита- 


тель безъь труда сможеть дать отвЪтъ 


(5—5) —0, ибо 5—5-=0, а 0°=0. 


Воть еще рЪшенйя этой же задачи: 


оо. бо би 5 г 
5х (5—5); — ;У5 —5; 16,5) 18, щы 


Задача, 47-я. 
Написать 2 тремя пятерками. 
Ръшен!е. 


55 —2 и, (5Ж 5) =2. 


5 


Задача, 48-я, 
Написать 5 тремя пятерками. 
Ръшен!е. 


Задача имфеть не менфе десяти рЪшен!й: 


ь 2 5 5. Аб. Пе . 25 5. 
55—65; р й ео 5.) 515, 5; йе И5°; 


5° у 


Задача, 49-я. 
Написать 31 пятью тройками. 
Рушен!е. 


Это задача гораздо сложнфе предыдущих. Она не нова, 
обыкновенно считають, что она имфеть всего три рёшеншя: 


у 


И 


— 
Ме 
31 —38—8- 3 
81 = 88—88. 


Однако, руьшешй здЪсь гораздо больше. Мы остановимся 
подробнфе на разсмотрЪн!и этой задачи, попутно изложивь ме- 
тодъ, сь которымь слфдуеть приступаль ко вефмъ подобнымь 
задачамъ. 


Общее р5шене. 


Выразить какое-либо число посредетвомъ пяти троекъ можно 
трояко. Во-первыхъ, соединяя тройки знаками математическихь 
дЪйствЙ; во-вторыхь, пользуясь, наряду съ знаками дЪйстьй, 
еще приписыванемь троекь одна къ другой; либо же, нако- 
нець, пользуясь, наряду съ упомянутыми приемами, различными 
математическими символами. 

А. Раземотримт первый шруемь. Прежде всего найдемь вс 
числа, которыя могуть получиться, какъ результать матемали- 
ческихъ дЪйств надъ пятью тройками,—считая семь дЪйств!й: 
сложеше, вычиташе, умножение, дфлене, возвышене въ сте- 
пень, извлечене корня и логариомироване. 

Произведемь сначала послфдовательно семь дЪйствй надъ 
двумя тройками; получимь рядь изъ семи выражений: 8—8; 


3—3; 33; - 88 
этоть рядъ римской цифрой [. 

Сочетая по очереди каждое изъ выражений этого ряда опять 
съ тройкой посредствомь вебхь знаковъ дЪйствй, получимъ 
новый рядъ чиселъ. Этоть И-ой рядъ будеть заключать въ себ 
вс числа, которыя можно написать поередствомь трехь тро- 
екъ по разсматриваемому способу. 

Наконець, сочетая такимь же образомь каждое изь выраже- 
ий | ряда съ каждымь изъ выраженй П ряда, получимь всф 
числа (Ш рядь), камя могуть быть написаны ‘пятью тройками 
<ъ помощью знаковъ дЪйетвий. 


зи т : 
ЗУ 3 и 18,3. Для удобетва обовначимь 


Въ этой послфдней таблиц мы ищемь чиело 81, и нахо- 
димъ его всего два раза: 

3 т ВЕ 4 
31=3 3 у и 31 =3 + 3--18,3. 

Но такъ какъ число 31 можеть быть написано и не по 
‹есятичной систем счислешя, то въ таблиц Ш мы ищемъ 
вообще число, равное За-|-1, гд® а любое цфлое число, мо- 
гущее быть основашемь системы счисленя (но большее, чфмъ 3, 
ибо въ троичной систем уже нЪть цафры 3). Другими сло- 
вами, мы будемъ искать тЪ числа, которыя безъ единицы дф- 
лятся на три. Такимь путемъь найдемъ, что число 31 посред- 
ствомъ пяти троекъ можеть быть выражено слфдующими спосо- 
бами. 

По четверичной системВ счислення— два рзшенйя: 


31=3 +88) 2 п 81—=3-(3Х 3) 1,3. 
По 6-еричной систем два рёшен1я;: 
з1=3х (3-3) у и 31=3Ж (8+3) 18,3. 


По 8-ричной систем —два рёшен1я: 


31—88 — 3-1 и 31=3° — 3+ №8. 
По 9-ричной систем: 


31—88 Ж 3-8; 31—88 Ж3-18,3; 


8; 31=3°-- (18,3) 


+7 


31= 8 (. } и друг. 


7 
/ 


По 27-ричной систем —два рёшен1я: 


З1=8Х За и 31=8 8-Е №, 
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По 72-ричной ситем8 —два р8шеня: 
81-8 и 31=(8-+ 3) 16,8. 
По 243-ричной систем8 — четыре рёшен!я: 


31=(8 8) Ь; 31=(8Х 8) 1:8; 


ЗЕ РНЬ, 31,8, пт. д. 


Словомь, пользуясь объясненнымь выше методомь, можно 
получить всЪ рЪшеншя этого типа. Между прочимъ, весьма ин- 
тересно рЪшенте такого вида: 


226 


НЕ 86 
91—82 --? (лез Х 3+1), 
г число 31 написано по систем счисленя съ основанемт 


376. На этомь прим рЪ отчетливо выступаеть преимущество 
изложеннаго метода: едва ли кому-нибудь пришло бы въ го- 
лову это ршенте, если бы онъ не улавливаль его сфтями сп- 
стематическаго метода. 

Намъ остается разсмотрЪть остальные два према. 

В. Приписыване троекъ одна къ другой даеть слфдуюцщия 
рЪшен!я: 
_3. . 
ГЗ › 
и 31— 33 — 18.(3 > 3). 


81=88—8 31=83 — 3-12,3 


8 


31—88 — 


Эти р»шеня вфрны при всякой систем счислевшя. 
Изъ другихъ рёшен этого типа весьма интересны слФду- 
ющя— по 4-ричной системЪ: 


31=3Х 3,8) # и 31=3Х 3,3) 16,3. 
ЗдЪсь выражене 3,(3) означаеть «три цфлыхь и три въ 
перюдф» и равно, по 4-ричной системЪ, 35, т. е, 4. 


С. Этоть способъ, т. е. пользоване всевозможными матема- 
тическими символами—знаками факультета (!), знаками триго- 


паеаы 
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нометрическихь функщй и круговыхь (3. агезес. и т. д.), 
производной ('), дифференщала (4), интеграла ( и }, символами 


теори соединешй (А — число размфщенй, Р — перестановокъ, 
(— сочеташ) и т. п.—открываеть безпредфльное поле изобр}- 
тательности рёшающаго. Приводить эти рьшеня мы не станемт, 
такъ какъ въ сочетани съ предыдущими двумя этоть прИемъ 
даеть задач» неопредфленное множество рёшенй. Отдфльные же 
примфры подыскать очень легко, и мы предоставляемь это чи- 
тателю. 


В ЦАРСТВЬ ОМЕКАЛКИ, 


(то тысячъ за доказательство теоремы, 


Осенью 1907 года вь ДарматадтЪ скончался математик 
Пауль Вольфскель (оке), оставивший не совефмт обычное 
завъщане: капиталь въ 100,000 марокь онъ завфщаль тому, 
кто докажеть одну теорему изъ теори чисель, — теорему, из- 
вфетную подъ назвашемъ «великой теоремы (пли великаго пред- 
ложеня) Ферма». 

'Георема, за доказательство которой предлагается такой огром- 
ный гонораръ, очень проста п можеть быть изложена въ не- 
многихь еловахь: сумма одинаковыхь степеней двухъ цфлыхь 
чисель не можеть быть тою же степенью третьяго цфлаго числа, 


если степень больше двухь. Другими словами, уравнеше: 
ви Р 
неразршимо въ цфлыхь числахь, если й > 2. 

Для случая, когда ®=2, такое уравнен!е разршимо (это 
такъ называемая задача о Пивагоровыхъ треугольникахъ, раз- 
смотрфиныхь нами при рфшени задачи 10-ой). 

Но вамь никогда не удастся подобрать тая два числа, 
чтобы сумма ихъ кубовъ была тоже кубомъ, или сумма 4-тыхь сте- 
пеней была сама 4-ой степенью, и т. д. 

Въ этомь и состоить теорема, именуемая «великим пред- 
ложешемь Ферма». Какь ни проста она съ виду, но строгаго 
доказательства ел въ математикЪ еще не существуеть. 

Не мало великихъ математиковь въ свое время трудились 
надъ докавательствомь этой неподатливой теоремы, высказанной 
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Ферма болЪе двухъ съ половиной вЪковъ тому назадъь,—и ни- 
кому еще не удалось найти общее, строгое ея доказательство 
для вофхь степеней выше второй. И если теперь искомое до- 
казательство оцфнено такой огромной суммой, то оно вполнЪ 
заслужило это за свою упорную неуловимость для самыхъ силь- 
ныхъ математическихь умовъ. 

Нельзя сказать, чтобы это доказательство было очень ужь 
важно для науки. Гауссь, одинъ изъ величайшихь математи- 
ковь вефхъ временъ, относилея къ теорем Ферма довольно 
пренебрежительно. «Признаюсь —писаль онъ своему приятелю — 
что Ферматова теорема, какъ изолированное предложен!е, для 
меня большого интереса не представляеть, ибо легко можно 
придумать множество подобныхь предложен, которыхъ нельзя 
ни доказать, пи опровергнуть». 

И, тфмъ не менфе, лучиие математики (да и самь Гауссъ) 
бились надъ ея доказательствомъ. Конечно, дфлалось это не- 
спроста: Ферматова теорема имфеть свою крайне любопытную 
историю. Она, можно сказать, прямо заинтриговала математиковъ. 

Ея авторъ, Пьерь Ферма (Еегтаё, 1601 — 1665), юристь 
по професси, совфтникъ Тулузскаго парламента по положению, 
поэть и ученый въ душ, занималея математикой лишь между 
ирочимъ, для развлечешя. Это не мЪшало, однако, ему сдф- 
лать цфлый рядъ огромной важности открыт!й, справедливо окру- 
жившихь его славой ген!альнаго математика. Онъ почти не пе- 
чаталь своихь трудовъ, а сообщаль ихъ въ письмахь къ своим 
друзьям, среди которыхь были таве ученые, какь оба Па- 
скаля, Роберваль, Декарть, Гюйгенсь и др. ЦФлый рядъ тео- 
ремъ изъ области теори чисель разбросант, этимь геншальнымь 
диллетантомъ... на поляхъ одной греческой книги! Впрочемъ, 
авторомь сочинены, которому посчастливилось служить запис- 
ной книжкой для Ферма, быль никто иной, какь не менЪе 
знаменитый александуйсю малемаликь Дюфаить, также зани- 
мавиийся теортей чиселъ '). Мномя изъ теоремь, найденныхъ 


1) О жизни этой загадочной личности намь извъетно очень мало. Невоз- 
можно даже сть точностью установить вЪкъ, когда онъ жиль: сь увЪренностью 
можно указать лишь на промежутокь времени оть 180 г, до Р. Х. до 870 г. 
послв Р. Хр. см. въ «Царств Смекдаки», книга 8-я. 

7* 


100. 


Ферма, записывались имъ безь доказательствъ. Эти доказатель- 
ства такъ до нась и не дошли. Но впослфдетви вс его тео- 
ремы были строго доказаны позднфйшими математиками, вс\% 
кром% одной,—той самой, о которой у насъ сейчась идеть рЪчь. 

Упомянутая замфтка на поляхъ книги Дюфанта написана 
противъь того мЪста текста, тдф александрйсвЙ математикъ 
говорить о разложении полнаго квадрата на сумму двухъ ква- 
дратовъ. Воть буквальный переводъ того, что Ферма ‘записаль 
сбоку, на поляхъ: 

«Между тЪмъ, совершенно невозможно разложить 
полный кубъ на сумму двухъ кубовъ, четвертую сте- 
пень на сумму двухъ четвертыхъ степеней, вообще ка- 
кую либо степень на сумму двухъ степеней съ тфмъ 
же показателемъ. Я нашель поистинБ удивительное 
доказательство этого предложеня, но здЪсь слишкомъ 
мало мета, чтобы его помЪБстить». 

Вь чемъ состояло это «поистин% удивительное» доказатель- 
ство,—никто теперь не знаеть. Но вь то же время ни одинъ 
математикъ не сомнфвается, что такое доказательство — дЪй- 
ствительно было найдено Ферма, и что оно было вЪрно. Не та- 
ковъ былъ человфкь Пьерь Ферма, чтобы покривить душой, и 
не таковъ онъ быль математикь, чтобы ошибаться. ВФдь всЪ 
друмя теоремы, высказанныя имъ безь доказательства, были 
доказаны позднфйшими математиками. Такова, напримфръ, тео- 
рема: «каждое простое число вида 4и-|-1 есть сумма двухь 
квадратовъ». Она дана была Ферма безъь доказательства, но 
сто лЪть спустя Эйлерь нашель— довольно сложное и трудное— 
доказательство ея. 

Кажущееся исключеше, бросающее, повидимому, тфнь на 
репутащю Ферма, какъ непогрфшимаго теоретика чисель, с0- 
ставляеть слфдующ случай. Ферма высказаль теорему, что 
всякое число вида: 


т 
8 --1 


есть простое число. Въ течеше цфлаго столЪМя ие возникало 
сомнзнйЙ вь ея правильности. Но воть другой гешй теор чи- 


> 
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селъ, Эйлеръ, доказал, что теорема вфрна лишь для # >> 89, 
и что уже при #==32 получаетея число: 


4 294 967 297, 


которое не простое, а составное, ибо дЪлится безъ остатка на 641. 

Однако это не только не подрываеть в®ры въ добросовфет- 
ность Ферма, но, напротивъ, скорфе даже утверждаетъ се. Дфло 
въ, томь, что и самь Ферма сомнфвалея въ абсолютной вЪрно- 
сти этой теоремы и откровенно заявлялъ, что ему еще не уда- 
лось даль исчерпывающее доказательство ея. «Доказательство 
очень кропотливо—говоритъь онъ—и долженъ признаться, что я 
еще не довелъ его до удовлетворительнаго завершен!я». 

Посл№ этого едва ли можно еще сомнфваться въ томь, что 
Ферма дЪйствительно доказаль свое «великое предложеше». А 
если такъ, то виолнф возможно, что кому-нибудь посчастливитея 
подыскать доказательство этой теоремы и сдфлалься обладате- 
лемъ кругленькой суммы въ 100000 марокъ. 

Маленькая историческая справка покажетъ, впрочемь, что 
эти 100 000 едва ли попадуть въ руки зауряднаго математика. 
Воть кратыЙ перечень того, что уже сдфлано въ этомъ напра- 
влени. 

Прежде всего легко доказать, что если теорема справедлива 
для показателя и, то она справедлива также и для всякаго 
другого показателя, кратнаго и. Значить, все дфло въ томъ, 
чтобы доказать справедливость теоремы для всякаго простого 
показателя. Для суммы кубовъ теорема доказана была еще древ- 
ними арабами. Для ®==4 ее доказать Эйлеръ. Для ® = 5—до- 
казали Гауссь и Дирихле. Для п==7 —доказаль Ламе. Нако- 
нецъ Вуммеръ доказаль ее для всякаго показателя, меньшаго 100. 

Такимь образомь, для многихъ частныхъ случаевъ теорема 
Ферма доказана. Но у Ферма было общее доказательство ея, 
для веякаго 7%, и это-то общее доказательство требуется найти. 
При этомъ достойно быть отмЪфчено, что мноме позднЪйние ма- 
тематики (Эйлеръ, Куммерь), доказывая частные случаи Ферма- 
товой теоремы, пользуютея такими ипремами, которые далеко 
выходять за предфлы элементарной математики и которые са- 
мому Ферма не могли быть извфстны. Очевидно, тешальный 
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французсвй математикт, шель кавимъ-то совершенно особымъ 
путемт, ускользнувшимь изъ поля зрфёйя позднфйшихь мате- 
маликовъ. 

Прежде чЪмь кончить эту главу, считаемт, не лишнимуь 
сказать н%сколько словъ по поводу слуховъ о томъ, будто «ве- 
ликое предложене Ферма» доказано недавно русскимъ реали- 
стомъ. Въ ноябрЪ 1908-го года руссвя газеты облетфло те- 
леграфное извЪсте, что «юному бфлостокскому реалисту Ч. по- 
счастливилось доказаль такъ наз. великое предложен!е Ферма» '). 
Газеты прибавляли даже, что доказательство это одобрено спе- 
цгальной конференщей Петербургской Академ Наукъ. Опро- 
вержешй со стороны Академи Наукъ не послфдовало, и так 
какъ слухъ затЪмъ заглохь, то у широкихъ круговъ общества 
такъ и осталось убфждеше, что наслфдетво Вольфекеля пере- 
шло къ бфлостокскому реалисту. 

Ученый л№соводъ Я. И. Перельманъ любезно сообщилъ 
намъ по этому поводы свЪдЪншя изъ первыхъ рукъ. Вскор% 
посл опубликован!я въ иностранной печати завфщаня Вольфс- 
келя —осенью 1907 года—г. Перельманъ помфетилъ небольшую 
статью о Ферматовой теорем и стотысячной преми въ жур- 
налЪ «Природа и Люди». Наружная простота самой теоремы 
и перспектива полученя цфлаго капитала сдфлали то, что тео- 
рема сразу же стала извфстна въ большой публик, и мноме 
тысячи любителей засфли за отыскане неуловимаго доказатель- 
ства. Въ редакцио журнала полетфли запросы объ адресЪ того 
нфмецкаго научнаго общества, которое присуждаеть премт 
(бо 5аеег безезсна# ег \1ззепзе ва вен). Сотни людей утвер- 
ждали, что они уже нашли требуемое доказательство и боятся 
лишь, какъ бы друме ихъ не упредили и не перехватили при- 
читающияся имъ сто тысячь марокъ. 

И воть, въ разгаръ всей этой «математической лихорадки» 
появляется въ газетахь слухъ объ упомянутомъ выше бЪФлосток- 
скомъ реалист Ч. и объ одобрещи его доказательства Академей 
Наукъ. Редакщя названнаго журнала наводитъ справку въ Ака- 
деми Наукъ и получаеть отвФть, что «сообщеше о г. Ч. предета- 


т) «Русское Слово» 25. ХТ. 1908. 


—— 
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вляется явнымъ недоразумшемъ». ДЪло обстояло такъ. Г. Ч. 
изь Б\моетока, дЪйствительно, послаль въ Академю Наукъ 


свое «доказательство» Фермаловой теоремы и, дЪйствительно, 


получиль оть непремЪннаго секретаря Академ!и отвфтъ, кото- 
рый юный математикь принялъь, по наивности, за одобрене 
сего доказательства. Вотъ тексть этого отвЪта: 

«ИмфЪю честь, по поручешю Конференщи Императорской 
Академи Наукъ, сообщить Вамъ, что присланное Вами руко- 
писное доказательство теоремы Фермата передано въ Г Отд?- 
лене Библютеки Академи. 

«Пересылка сего доказательства въ Геттингенъ не предета- 
вляется возможною, ибо на премю, о которой Вы упомпнаете, 
работы не могуть быть представляемы авторами, а отмфчаются 
самою Комисеею, присуждающею премпо. Примите и проч.». 

Не зная, что Академя по уставу обязана хранить въ своей 
библютек® всякую поступившую въ нее книгу или рукопись, 
молодой математикъ и окружаюнце его поняли бумагу, вфроятно, 
въ томъ смыслЪ, что Академя, очевидно, одобрила доказатель- 
ство, разъ она постановила хранить его въ библютек® (Между 
тфмъ, Акадезя даже не разсматривала его по существу). От- 
сюда и пошелъ упомянутый сенсащонный слухъ. 

Думаемь, что еще не мало лЪть пройдеть, прежде чфмъ 
придется тронуть капиталь, завфщанный нфмецкимь малемати- 
комъ, а впрочемъ,—кто знаеть!.. Во всякомъ случаЪ читатель 
не потеряеть времени даромъ, въ смыелф расширешя своихъ 
малематическихь познашй и навыковъ, если внимательно зай- 
мется знаменитой задачей Ферма. 


Изъ области изучен! я чиеелъ. 


Задача 50-я. 
Быстрое возвышен!е въ квадратъ, 


Существуеть очень простой пруемъ для устнаго быстраго возвы- 
шешя въ квадрать двухзначныхь чисель, окончивающихся на 5: 

Нужно цифры десятковъ умножить на ближайшее 
высшее число и къ произведенйо приписать 25, 

Такъ, напр., 35° = 1225, т. е. 95 приписано кт произве- 
деню 3Х 4; 85° —=7225,' т. е. 26 приписано къ произведению 
8ЖУ, ит. в. 

Доказательство. 

Нетрудно объяснить, на чемь основанъ этот преемъ. Вея- 
кое число, оканчивающееся на 5, можно выразить черезъ 
10а--5, гдЪ а- число десятковъ. Квадрать этого числа выра- 
зитея через 

(10а-- 5) = 1004" 2.5.10а-- 25 = 1004? |+ 100а- 95. 

Вынеся 100а за скобки, имемъ 

1004 (а-- 1-25, 
или а(а--1).:100- 25. 


Отеюда ясно, что нужно число десятковъ а умножить на 
ближайшее высшее число (а-- 1), и къ результату приписать 5. 
Тфыъ же шруемомъ можно пользоваться и не для однихъ 
двухзначныхь чиселъ,— но, конечно, въ этомъь случаЪ не всегда 
легко производить нужное перемножеше въ ум. Но и при 
умножени на бумагВ пользоваше этимъ прЕемомт создаеть эко- 


=— 


—+ 
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номно во времени. Такъ 105? = 11096 (т. с. 25 приписано къ 
произведению 10Х 11). 

126° = 15655; 

335° = 112296 и т. и. 


Особенные случаи умножения, 


НЪкоторыя особенности чисель находятся въ прямой зави- 
симости отъ принятой нами деслтичной системы ихъ обозначе- 
ня. Онф легко запоминаются, интересны и могуть пригодиться 
для практическихь и теоретическихь иприложенй. Ку числу 
важнфйшихь изъ нихъ относится сумма цифрь везхь чиселъ, 
получаемыхь въ таблицЪ уноженя на 9. 

9х 1—9 

9х 2= 181 

9Ж 3= 9% 2-1 7=9 
3 


9х11= 99; 9-9 =18; 1-8 =9 
ЭХ 12 = 108; 10-8 =9 
9-18 = 117; 1 1--7=9 


ит, д, 
Воть иЪеколько интерееныхь образчиковъь умноженй, кото- 
рые легко удерживаются въ памяти, благодаря своему внЪш- 
нему виду. 
ТЖ 2=11 
12 Ж9-3=11 
123 Ж9-4—=1111 
1234 Х9--5 =11 111 
12 345 Х9--6 = 111 111 
123 456 Х 9-- 7—1 111 111 
1234 567 Ж9-- 8 — 11 111 111 
12 345 678 х 9-9 — 111 111 111 
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99-Е 7=88 
98 9-6 =888 
937 х9-5=8 888 
9876 Ж 94—83 888 
98 765 _ 9-23 =888 888 
987 654 Ж9--2=8 888 888 
9 876 543 Х9--1= 88 888 888 
98 765 432 Х 9-0 = 888 888 888 


1Ж8--1=9 
12 Х8-12—98 
123х841 3=987 
1234 Ж8-4=9 876 
12 345 Хх 8-5 =98 765 
123 456 ХЗ 6 — 987 654 
1234 567 Хх 7—=9876 543 
12 345 678 Хх 8-8 = 98 765 432 
123 456 789 х ЗЕ 9 = 987 654 321 


Число, состоящее изъ веЪхъ значащихь цифрь кром% 8, 
написанныхь въ послфдовательномъ порядкЪ, при умножени на 
8, а также на 9 и на числа кратныя 9 (18, 27, 36 и т.), даеть 
нижеслфдующе. интересные и легко запоминаемые результаты: 


12 345 679Ж 8— 98765 432 
12 345 679% 9=111111111 
12 346 679 Х 18 = 222 222 222 
12 345 679 Ж 27 = 333 333 333 
12 345 679 Х 36 — 444 444 444 
12 345 679 Ж 45 — 556 555 555 
12 345 679 Х 51-— 666 666 666 
12 345 679 Ж 68 — 777 777 777 
12 345 679 Х 72 == 888 888 888 
12 345 679 Х 81 =999 999 999 
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Девять, 


Интересныя свойства числа 9 часто примфняютсл въ ариоме- 
тик какъ для теоретическихь изыскан!й и практических» дЪй- 
ств, такъ и для составленя различныхъ занимательныхь за- 
дачъ, или такъ называемыхь «головоломокъ». Въ отдфлЪ уга- 
дыванье чисель» въ первой книгф «Смекалки» мы уже ши- 
роко пользовались девяткой. Распространено также практи- 
ческое примфнеше девятки для повфрки умножешя п дфления. 
Основано оно на томъ свойств всякаго числа, что остатокъ, 
получаемый оть дфленя числа на девять, всегда равенъ остатку 
оть дфленя на 9 суммы цифръ этого числа. Укажемъ здесь 
еще нЪсколько интересныхь примфненй этого числа. 


Прежде всего нетрудно убфдиться, что если мы напишемъ 
произвольное двузначное число, а затфмъ напишем цифры 
этого же числа въ обратномъ порядк® и возьмемъ разность по- 
лученныхъ чиселъ, то эта разность всегда раздЪлится на 9. 

Наприм. 72 — 27 = 45; 92 —29 =63, 63 — 36 = 27 ит. д. 
Вообще яено, что (10а -- $) —(106- а)= 9 (а— 6), т. е. по- 
лучается число, дфлящееся на 9 (Кромф того разность эта 
равна произведению 9 на разность цифръ даннаго двузначнаго 
числа). 

Знане этой особенности можеть принести практическую 
пользу, напр., многимь бухгалтерамъ. Въ двойной бухгалтерт 
случаются иногда ошибки, происходяния оть перестановки цифръ, 
въ числахъ. Такъ, напр., бухгалтерь можеть вписаль въ сто- 
рону, скажемь, «дебета»: 4 р. 38 к., а ВЪ «кредит$» по ошибкЪ 
поставить 4 р. 83 к., т.е. число, состоящее изъ тЪхь же цифръ 
но дв№ изъ нихь переставлены. Если другихъ ошибокъ нФть, 
то при подведент баланса между дебетомъ и кредитомъ всегда 
будеть выходить такая разница, которая дфлится на 9. Обра- 
тивъ на это внимане, бухгалтерь тотчасъ должент, справиться, 
не перепутаны ли гдф цифры. 
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Задача, 51-я. 


Попросите кого-либо написать какое угодное число 
изъ трехъ цифръ, но только такое, чтобы крайня 
цифры были различны. Пусть потомъ онъ возьметъ это 
число наоборотъ, т. е. переставить въ немъ крайня 
цифры, и вычтетъ одно число изъ другого. Полученная 
разность всегда дфлится на 9, и вы можете всегда 
сказать впередъ, каково будетъ частное, 


Рьшеше. 


Напримфрь, если взято сначала число 846, то 845 —548 = 
—297; 297 :9=33, т. е. разнииь между первой и посльдней 
цифрой взятаго числа, умноженной на 11. 

Чтобы доказать это правило для всякаго трехзначнаго числа, 
въ которомъ первая и послфдняя цифра, различны, обозначим 
черезъ а, фи с соотвфтетвенно цифры сотенъ, десятковь и 
единицъ числа. Тогда взятое число есть 


100а-{- 106 с, 
а написанное наоборотъ: 
1006 106 -- а. 
Вычитая одно изъ другого и дфля на 9, имфемь: 


1004 -- 1065-е — (1006 - 106 - а)__ 99 (а— ©) 
еСНИ ВН 5 — ее = 11(а— с). 


Итак, какое бы трехзначное чиело ни напиеалъ кто-либо, 
вы, взавъ разность между крайними цифрами и помноживь ее 
на 11, тотчасъ говорите частное, которое получится оть дфле- 
шя на 9 разности между взятымъ числомъ и тфмъ же числомъ, 
написанным наобороть. 


Предыдущую задачу можно предложить въ еще болфе за- 
нимательномъ, въ особенности для дфтей, варант. 


——— 
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Напишите на бумажкЪ число 1089, вложите бумажку 
въ конвертъ и запечатайте его. ЗатБмъ скажите кому- 
либо, давъ ему этотъ конвертъ, написать на немъ въ 
рядъ три любыя цифры, но такя, чтобы крайня изъ 
нихъ были различны и разнились бы между собою бо- 
лЪе, чфмъ на единицу. Пусть зат$мъ это число онъ 
напишетъ наоборотъ и вычтетъ изъ болыпнаго мень- 
шее. Получится нфкоторое число. Пусть подъ этимъ 
числомъ онъ подпишетъ его же, но наоборотъ, т. е. 
переставивт, крайня цифры, и сложитъ оба числа. Когда 
онъ получитъ сумму, предложите ему вскрыть конвертъ. 
Тамь онъ найдетъ бумажку съ числомь 1089, кото- 
рое, къ его удивлен, и есть точь-въ-точь получен- 
ное имъ число. 

Напримфрь: Пусть онь напишеть 713; взявъ наоборотъ, 
получаемъ 317; 713 — 317 = 896; 396 -- 693 = 1089. 'Тотъ же 
результать получится, какъ легко видфть, и для велкаго такого 
трехзначнаго числа, въ котором первая п послфдняя цифры раз- 
личны, и разность этихъ цифръ болыне единицы, 

БолЪе распространены слфдуюнщия три «головоломки» съ чи- 
сломъ 9. ВеЪ онф основапы на томъ, что остатокъ, получаемый 
при дЪлент числа на 9, всегда равень остатку, получаемому 
оть дфленя на 9 суммы цифръ этого числа. 


Задача 52-я. 


Возьмите, не говоря мн ничего, любое двузнач- 
ное число, переставьте въ немъ цифры и вычтите боль- 
шее число изъ меньшаго. Скажите теперь только одну 
цифру полученной разности, и я скажу вамъ тотчас 
другую. 

Р»шен!е, 

Если кто скажеть вамь любую одну цифру, то другая бу- 
деть дополнительная сказанной до 9-ти. Такь что, если кто- 
либо скажеть вамь послЪ того, какъ вычтеть одно чиело изъ 
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другого, что одна цифра разности 6, то вы тотчась ему гово- 
рите, что другая есть 3 и т.д. Доказательство этого настолько 
легко, что читатель справится съ нимъ безь затруднений. 


Задача 53-я. 


Возьмите, не говоря ничего мнЪ, число изъ трехъ 
или болЪфе цифръ, раздфлите его на 9 и скажите мнЪ 
только остатокъ, который получится отъ такого д?- 
леня. Зачеркните теперь во взятомъ вами числЪ ка- 
кую-либо цифру (но не нуль) и опять скажите мнЪ 
остатокъ отъ дфлевя на 9 числа, полученнаго посл 
зачеркивашя цифры, и я тотчасъ назову зачеркнутую 
вами цифру. 

- Ръшене. 


Изь перваго остатка надо вычесть второй остатокъ, если же 
онъ больше, то къ первому остатку надо прибавить девять, и 
изь полученной суммы вычесть 2-Й остатокъ, тогда всегда и 
получится зачеркнутая цифра. Читатель легко можеть доказаль 
это самъ. 


Задача 54-я. 


Напишите число съ пропущенной цифрой, и я тот- 
часъ вставлю туда такую цифру, что число точно раз- 
длится на 9. 

Ръшеше, 


Пусть, напримрь, кто либо напишеть съ пропускомь рядъ 
цифрь 728 57. Тогда, отбрасывая оть суммы цифръ веф де- 
вятки, кавя возможно, получаемъ въ остатк% 2, но 9 —2=7. 
Значить на пустое мфето надо поставить цифру 7. Доказатель- 
ство очевидно. 

Задачу эту, как и предыдущия, можно всячески разнообразить. 


— еды 
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Н&которые числовые курьезы, 


Въ главз о нЪкоторыхъ особенныхь случаяхъь умноженя 
мы уже показали, что легко получить и запомнить результаты 
нфкоторыхъ перемножешй. Очень легко также запомнить квадраты 
такихь чисель, какь 11, 111, 1111 ит. д. А именно: 


112 = 121; 111? =12321; 1111'=1234 321; ит. д. 


Нетрудно убфдиться, что эти полученныя оть возвышен!я въ 
квацрать числа: 121, 12321, 1234 321, 123 454 321 ит. д. вь 
въ свою очередь отличаются любопытными свойствами. Такт, 
разематривая сумму ихъ цифрь, замфчаемь прежде всего, что 


12-1 = +=2 
а-Еа-з-2-1= 9=3° 
Та 8-4 2-1=16=4* 
Та з-4-5-4--3--2-Е1==25-= 5* 
ит. д. (Ср. задачу о пивагорейскомъ круг, стр. 81). 
КромЪ того каждое изъ этихъ чисель можно представить въ 
видЪ нижеслфдующихь интересныхъь по форм% неправильных 
дробей: 


2х22 333 Х 383 
Е — 3 


. 93 — . 
ЕР 19-1 ераи 
4444 х 4444 
934 321 = - Н 
1284 821 — пов раааг, 
56 565 Х 56 556 


и: д, 
0 числахъ 37 и 41. 

Число 37 обладаеть многими любопытными свойствами. 
'Гакъ, умноженное на 8 и на числа кратныя 3 (до 27 вклю- 
чительно), оно даеть произведешя, изображаемыя одной какой- 
либо цифрой: 
37Х 3=ШЕ37Х 6=222;37Х 9=333; 37 Х 12 — 444; 
37 Х 15 =555; 37Х 18 =666; 37 Х 21 =777; 37 Х 24 =888; 
357 х27=999. 


2. 


Произведеше оть умноженя 37 на сумму ею цифрь рав- 
пяется сумм кубовъ тВхь же цифръ, т. е.: 


37Ж (3-7) = 38-78 =370. 


Если въ числЪ 37 взять сумму квадратовъ его цифрь и 
вычесть изъ этой суммы произведене тЪхъ же цифръ, то опять 
получимъ 37: 

(3*--72)—8.7=87. 


Но едва ли не самымь интереснымь свойствомь числа 37 
лвляется то, что нфзкоторыя кратныя ему числа при круговой 
перестановк® входящихь. въ нихь цифръ дають опять-таки 
числа кратныя 37. НАприм.: 


209 = 7х9 
592 —=16Х 37 
925 —=25 х 37. 


"То же самое вфрно относительно чисель 185, 518, 851 и 
чисель 296, 629, 962. ВеЪ эти числа состолть изь тфхь же 
цифръ, только переставляемыхь въ круговомъ порядкЪ, и всЪ 
они кратны 37. 

Подобнымъ же свойствомь отличаются и нЪфкоторыя числа 
кратныя 41. Такъ, числа: 


17 589; 75 891; 58 917; 89 175 и 91 758, 


какъь легко пров рить, вв кратны 41 и каждое получается 
изь предыдущаго путемъ только одной круговой перестановки 
входящихь въ число цифръ. 


Числа 1375, 1376 и 1377. 


Написанныл выше три посльдовательныхь числа, кажется, 
суть наименышя изъ такихъ, что каждое дфлитея на кубъ н%- 
котораго числа, отличнаго оть единицы: 1375 дфлится на 58 
1876—на 2 и 1377—на 83, 
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Степени чиселъ, состоящя изъ однфхЪ и ТЬхь ме цифръ. 


Воть нфеколько послФдовательныхь чиселъ, квадраты ко- 
торыхъ пишутся тЪми же цифрами, но только въ измненномъ 
порядкЪ: 

13" = 169; 157? —=24 649; 913°=888 569. 
14" —196; 168 —=24 964; 914? = 835 896. 

Изь однихь и тёхъ же цифръ, написанныхь въ разномъ 
порядеЪ, состоять кубы слфдующихь чисель: 

3453 —=41 063 625; 331—836 264 691; 
3848 —56 623 104; 4063 —=066 928 416. 
405 — 66 430 125; 

СлЪдующая пара чисель предетавляеть ту особенность, что и 
квадраты ихъ квадратовъ также состоять изъ однЪхуъ и т№хъ же 
цифрь, только написаннныхь въ иномъ порядкЪ: 

32 —1 024 321 —1048 576 
49° =2 401 49+ —5 764 801. 


Квадраты чиселъ, не содержащее однфхъ и тёхъ же цифръ, 


1°.—Ивадраты чиселъ, состояще изъ девяти различныхь 
цифръ: 


11 826° — 139 854 276 
12 363 — 162 343 769 
12 513* = 157 326 849 
14 676* = 215 384 976 
15 681? = 245 893 761 
16 963* — 264 817 369 
18 072 —=326 597 184 
19 023? —=361 874 529 
19 377? = 375 468 129 
19569? —=382 945 761 
19 629* ==386 297 641 
20 316* —=412 739 856 
22 887: =523 314 769 
23 019 —=529 874 361 
23 178—637 219 084 


ВЪ ЦАРСТВ СМЕКАЛКИ. 


23 439* — 549 386 721 
24 237? -—= 587 432 169 
24 276? —= 589 324 176 
24 441? ==597 362 481 
24 807? = 615 387 249 
25 059? = 627 953 481 
25 572° = 653 927 184 
25 941? — 679 935 481 
26 409? —= 697 435 281 
26 733* = 714 653 289 
27 129 —=735 982 641 
27 273? = 743 816 529 
29 034? = 842 973 156 
29 106* = 847 159 286 
30 384' —=028 187 456 
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22.—Квадраты чисель, состояпце изъ десяти разныхъ цифръ: 


32 043" —=1 026 753 849 
32 286" —=1 012 385 796 
33 144 —1098 524 736 
35 172? -—=1 237 069 584 
39 1472 —=1 2532 487 609 


46 624° =2 031 649 376 
55 416" —3 074 258 916 
68 763? =4 728 350 169 
83 9192 =7 042 398 561 
99 066? —9 814 072 356 


Все разныя цифры, 


Если число 123 456 789 умножить на всякое цфлое число 
меньшее, чфмь 9, и первое съ нимъ, т. е. на числа 2, 4, 6, 7, 
8, то каждое полученное произведеше будеть состоять изъ 9-ти 
различныхь цифръ. 


Въ слЪдующемь вычитани: 
_ 987 654 321 
123 456 789 
8364 197 532 


уменьшаемое, вычитаемое и разность — каждое состоить изъ 
девяти различныхь цифръ. 


Числа, отличающияся отъ своихъ логариемовъ только мфстомъ 
запятой, опредфляющей десятичные знаки, 


Изслфдовашями объ отыскани подобнаго рода чисель зани- 
мались въ особенности знаменитый Эйлерь и англсюй про- 
фессорь Тэть. Ниже мы даемъ только три примЪфра подобныхь 
чисель, обращая внимане на то, что рядь ихь можеть быть 
продолженъ неопред®ленно далеко. 


04 1,3712 885 742 = 0,13 712 885 742 
104 237,5 812 087 593 =2,375 812 087 593 
109 3 550,2 601 815 365 =3,5 502 601 815 865 


— 
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Круговыя числа, 


Число 142 857 отличается многими замЪчательными свой- 
ствами. Юели его умножаль на послбдовательныя числа 2, 3, 
4, 5 пб, то полученныя произведеня бу- 
дуть состоять изъ тъхь же цифръ, что и само 1 в 
число, тоджо переставленныхь въ круговомь 7 4 
порядЕЪ. Друрими словами: ве эти произ- 
ведешя можйо получить изъ представленнаго 


здЪеь круга, читая всЪ числа подъ-рядъ, въ на- 5 2 
правлеши движен!я часовой стрфлки, но ка- 8 
ждый разь“Пачинал съ другой цифры: Фиг. 81. 

2Х 142 857 = 285714 

8; › = 428571 

4 > » = 0671428 

5х > = 714 285 

6х » = 857142 

7х › = 999999 

8х › —1142 856. 


При умножени числа на 7 получается, какъ видимъ, шесть 
девятокъ, при умножеши же на 8 получается уже семизначное 
число 1 142 856. Это послфднее замфчательно тфмъ, что, при- 
ложивъ его первую цифру (1) къ послфдней (6), получимъ опять 
данное число 142 857. ВелЪдь за этимъь умножешя на даль- 
нЪфйпия числа дають тоть же результать, т. е. мы получаем 
опять числа, написанныя цифрами 1, 4, 2, 8, 6, Ти вь ука- 
санномьъ круговомь порядкЪ, если в5 получаемыхь семизнач- 
ныхь числажь будеме первую цифру переносить назад и при- 
бавлять к посльдней. Въ самомь дЪлЪ: 


9Х 142 857 = 12985 713 (985 714) 
10% › = 1428570 (428571) 
11 ‚ = 1571497 (571 498) 
23х › = 3985711 (285 714) 
89% ›» =19714918. 


8* 
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ЗдЪеь опять слфдуеть отмфтить, что, умножая на 89, мы 
получаемь уже 8-ми значное число, но если въ немь двф пер- 
выл цифры (12) придать къ двумь поелфднимь (73), то опять 
получимь число, состоящее изь тёхь же цифрь, что и взятое 
начальное, но написанное въ иномъ порядк%, а именно: 714 285. 
Точно также: ы 

356 142867 —50 857 092 (получаем чиело 
857 142, если приложимъ 50 къ 092) 


Що же за ‹особениое» такое чиело 142 8357, и вь чемъ 
секреть его особенности? 


Ключь къ уразумфино везхь особенностей этого числа даеть 
то именно, якобы, «исключене», которое нарушаеть приведенный 
выше круговой порядокъ, а именно, произведене 7 › 142 857 
—999 999. 

3 ыы 

Число 142 857 есть, какъ оказывается, иер100з дроби т› вели 


ее представить въ видЪ десятичной дроби. 

Совершено тЪми же свойствами будеть отличатьея вел 
другой «полный» или «совершенный перюдъ», т. е. перюдъ, 
получаемый отъь обращешя въ десятичную простой дроби вида 


1 . 
г (гдЪ р есть первоначальное число), и при томь такой перюдъ, 


что число его цифръ ровно на единицу меныше, чфмь показы- 
ваеть число знаменателя данной простой дроби. 
'Такимь образомь свойствами числа 142857 будеть обла- 


1 
дать 17 — (), (0588 285 294 117 647). Въ самомъь дЪ 


2х 0588 235...... — 1 176 470 2588 235 294 


т, е. получаемь число, написанное тЪми же цифрами, но вВЬ 
иномъ круговомь порядк?. И точно также: 


7 0588 235...... — 4 117 647 058 328 529 
Вл, то время, какъ 
17 х 0588 235.... . =9999 999999 999 999. 
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Точно такими же свойствами будеть отличаться пер1одъ дроби 


1 
а9 = 0, (0 344 827 586 206 896 551 724 137 931), въ которомь 
28 цифръ. 


Нетрудно доказать, что каждая обыкновенная дробь вида 
р, гдф |) есть первоначальное число, при обращении въ деся- 
личную дасть перлодъ, въ которомъ должно быть меньше, чм 
, десятичныхь знаковъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, при дфленйи остатокъь всегда долженъ быть 
меньше дфлителя. Отсюда слфдуеть, что въ остаткахъ при д%- 
леши 1 на р для обращеня въ десятичную дробь можетъ по- 
лучиться только р — 1 различныхъ чисель, а затЪмьъ процесеть 
начнеть опать повторяться. 


т ее 
акт, ‚, д ЗВ’БСТИС тамъ дроби = имъемъ: 
Такъ, напр., для извфетной уже намъ д и 7 име 


1 


я— 0, 


— м 


8 2 6 4 я 
17= 0,147 0,1485 = 0,1428 =0,14285 


а . 
— 0,142857. =... (дальше, очевидно, начнется повтореше 


тЬхь же цифръ). 

Отсюда лено, что если мы будемъ помножать число 142 857 
на 3, 2, 6, 4, 5, то мы будемъ получать перюдъ, начинающийся 
соотвфтственно носль 1-й, 2-й, 3-й, 4-Й и 5-й цифры. 


ОтмЪтимь еще слфдуюния положешя: 


Если перюдъ, получающийея оть обращешя дроби ыы 

(идЪ р есть простое число) въ десятичную, содержить — 
2 
цифру, то при умножеши этого перюда на вс множители оть 
: Е 
1 до р— 1 всегда будемъ получать чиела изъ — 5 цифрь, 
р) 

при чемь всф эти числа можио разбить на два ряда такихъ, что 
каждое число каждаго ряда можеть получаться изъ предылу- 
щаго путемъ только круговой перестановки цифръ. 
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1 
Для примфра будемъ обращать въ десятичную дробь 8 


1 й 
Получается 73 =9, (076923). Помножая число перюда на мно- 
жители 1, 2, 3,... 11, 12, находимт: 


1Х 076 993 = 076 928 | 2х 076928 = 158 816 
15 
| 


3х ›» =280769 БХ ›» =384615 
4х » =807692 6\ › =461588 
9х ь =692307 | 7х › =638461 
10% ›» =769280 8% › =615 384 
12% › =923076 | ИХ › =846168 


Возьмемъ снова уже извЪетное намъ число, представляющее 
: 1 
перюдь дроби т т. ©. число 142 857. Помимо извфетныхъ уже 


намъ свойств оно обладать п такимъ: разобьемъ его на двЪ 
половины по три цифры въ каждой и сложимъ эти части, най- 
демъ число, кратное 9-ти, т. е. 
142 --857 =999. 
Подобным же свойствомъ отличается число, предетавля- 


: 1 
ющее перюдь я (см. выше) ит. п. То же отноеитея и къ 


: 1 
числамъ, полученнымъ нами выше изъ перода 18. 


т _ 1 
ТЪмь не менфе, если мы найдемъь такой перюдт, дроби ” 


) р—1 
который содержить" > “цифр, и это послВднее число — - 


г 


будеть само вида 4и--3, то такой перюдъ нельзя, слфдова- 
тельно, разд®лить на 2 равныя половины, гдф каждая цифра 
дополнила бы соотвтствующую до 9. Но въ `такомь случаЪ 


—1 1 : 
числоР Г. —пополняющее до единицы) дасть перюдъ тоже изъ 
р—1 С 1 
о цифрь, дополнительный пероду г 


_+ 


—+— 


О: 
Наприм®ръ: 
=. —0, (032 258 064 516 129) 
80 
1 =0, (967741 985 488 870) 


Сумма = 0, (999 999 999 999 999) 


Полезное примфнене. 


Ивъ указанныхь выше особенностей извфстнаго рода чиселъ 
можно извлечь иЪкоторыя полезныя практическя примфненя. 
И прежде всего можно ввести значительныя упрощеня и сокра- 


щеня въ вычисленя, когда мы обращаем (р — первоначаль- 
ному числу) въ десятичную дробь. 

Вт такомт, случаф, нашедши нЪФкоторое число десятичныхь 
знаковъ, мы еще болфе значительную часть ихъ можемъ найти, 
умножая полученную уже часть частнаго на остатокъ. Для 
удобства вычисленя процессъь дфлешя слфдуеть продолжать до 
тфхъ поръ, пока остатокь получится сравнительно небольшой. 


1 
Будемъ, наприм., обращаль въ десятичную дробь 97. Начавъ 


дЪлене числителя на знаменатель, мы, положимъ, получимъ въ 
частномь 0,01 030 927 835 и въ остатк 5. Остатокъ невеликъ, 
и мы разсуждаемь такъ: начиная съ послфдней полученной 
цифры частнаго, дальн®йния цифры должны быть тавя, кая 


Е р! 
получатся отъ обращения въ деелтичную дроби 97? умноженной 


на 5. Итакъ, умножая на 5 полученныя цифры частнаго (или 
прибавляя нуль справа и дфля на 2), мы сразу получаемт еще 
11 дифрь частнаго. 


Задача 55-я. 
Мгновенное умножение, 


Если вы въ достаточной степени внимательно отнеслись къ 
предыдущей глав и усвоили свойства повторяемости однихъ и 
т№хъ же цифръ, которыми обладають нЗкоторыя числа, то это 
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доставить вамъ возможность производить надъ числами извЪетныя 
дЪйствя, которыя для непосвященнаго покажутся прямо пора- 
зительными. Такъ, напр., вы можете кому-либо предложить сл?- 
дующее: 

Я пишу множимое, а вы подписываете подъ нимъ 
какой хотите множитель изъ двухъ или трехъ цифръ, 
и Я тотчасъ же напишу вамъ произведене этихъ чи- 
селъ, начиная отъ лБвой руки къ правой. 


Ршен!е. 
Въ самомь дЪлф, вы напишете, какъ множимое, перюдъ 
2-й ; 
дроби 7, т. е. число 142 857, о которомъ мы говорили въ пре- 


дыдущей главф. Предиоложимъ, что другой потребуеть, чтобы 
вы это число умножили, напр., на 498. 
ДФло, въ сущности, сводится къ тому, что вы это число 493 


1 ; 
мысленно умножается на 7, а затЪмъ мысленно же обращаете 


въ перодическую дробь, что при свойствахъь извфетнаго вам 
перюда (142 857) совефмъ не трудно Поэтому, глядя на число 
493 


493, вы мысленно дфлите его на семь и получаете —7_— 


—70-. Слфдовательно, вы пишете 70, какъ двЪ первыя цифры 


искомаго произведеня (пишете слфва направо). 
Теперь остается — т. е. ЗХ т), иначе говоря, — 3, умно- 
А 
женное на перюдъ 142 857, и вея задача заключается только 
въ томъ, чтобы опредфлить первую цифру, съ которой надо на- 
чинать писать этоть перюдъ въ круговомъь порядкЪ. Разеужда- 
емъ такт: 

Единицы множимаго, 7, на множитель, 3, дають въ прюизве- 
дени 91. Значить послфдняя цифра въ искомомъ произведени 
должна быть 1, а слфдовательно, первой въ перюдЪ придется 
ближайшая слфдующая, т.е. 4 (или находимъ 4, дфля 3 на 7). 
Итакъ, пишем (послЪ 70) еще цифры 4 285, а оть 71, которыя 
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должны бы стоять на конц, надо отнять тв 70, что написаны 
въ начал (сравните съ умножешемъ 89 Х 142 857 въ предыду- 
щей главЪ). Это дасть двЪ послфдшя цифры искомаго произ- 
веденя: 01. Итакъ, искомое произведеше есть 70 428 501. 
Все это можно (при усвоенш сущности задачи) продфлать 
весьма быстро. И когда вашь собеефдникь, непосредственным 
умножешемь провфривь вЪзрность вашего отвЪта, предложить 
опять ввятое вами число (142 857) умножить сразу, наипримфръ, 
на 825, вы опять разсуждаете точно также: 
825 1170 п ианшете ИТ. 
7 7 
Такь какъ 6 х7--42, то послЪдняя цифра искомаго про- 
изведешя будеть 2; значить, круговую послФдовательноеть чи- 
сель пер!ода надо начинать съ непосредственно за 2 слфдую- 
щей цифрой, т. е. съ 8, и вы дишете (за 117) 857; дальше 
должны итти цифры перюда 142, изъ нихь надо отнять 117, 
и вы пишете еще три цифры 025. Получаете: 


142 857 Хх 825 — 71 857 025. 
И слава ваша, какъ «необыкновеннаго счетчика», пожалуй, 


упрочится! 
Воть еще примфръ: 142 857 надо умножить на 378. 


пишемь 53. 


7 Х на перюдь даеть 6 девятокъ. Вычитаемь мысленно 53 
изъ 999 999 и результать приписываемь за 53; получаем 


53 999 946. 


Замчане. При нфкоторой практик это «умножеше» дф- 
лается чрезвычайно быстро и дЪйствительно поражаеть незнаю- 
щаго, въ чемъ дфло. Надо, однако, -—если желательно сохранить 
секреть и занимательноеть,- -веячески разнообразить это мале- 
матическое развлечене. Можно, напримфрь, партнеру сказать 
такъ: 
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Вотъ я пишу н$которое число; подпишите подъ 
нимъ какой угодно множитель изъ 2-хъ, или 3-ХЪ 
цифръ, умножьте и полученное произведение раздЪлите 
на 13. То частное, которое вы послЪ этого получите, 
я вамъ напишу сейчасъ же, какъ только вы напишете 
множитель. 

Въ этомъ случаЪ, конечно, вы пишете въ качеств® множи- 
маго не 142 857, а 13 Х 142 857 =1 857 141. Такъ какъ 13 
въ данномъ случа, въ сущности, сокращается, то частное вы 
получите совершенно такъ же, какъ получали произведене въ 
предыдущихь примфрахь. ВмЪфсто числа 13 можно взять вся- 
кое иное число. 


Н%&околько зам чан!й о числахъ вообще, 


Теорема Ферма, за доказательство которой, какъь мы уже 
говорили въ одной изъ предшествующихъ главъ, можно полу- 
чить 100 000 марокъ, кромф титула «великой» носить еще на- 
зваше его посмертной теоремы. Вопросы подобнаго рода изу- 
чаются въ той части математики, которая носить общее назва- 
не теор чисел. Въ этой области сравнительно мало кто ра- 
ботаеть, хотя, по выражению многихъ, она исполнена «волшеб- 
наго очарованя». «Матемалика—царица наукъ, но ариометика, 
(т. е. теорйя чиселъ) есть царица математики»,— говорилъ «пер- 
вый изъ математиковъ (ретеерз шафетайсогит)» Гауссъ, а 
ужъ онъ-то въ этомъ вопросЪ можеть считаться вполнф ком- 
петентнымь судьей. Но, быть можеть, ни одна изъ областей 
математическихь наукъ не требуеть такой силы и строгости 
мышленшя, остроумя пруемовт, и глубокаго проникновеня въ 
природу числа, какъ именно эта теорйя чисель, или «высшая 
ариометика», какъ ее иногда называють. Читатель навфрное 
не поеЪтуеть на насъ, если мы сдфлаемь небольшую истори- 
ческую экскурсию въ эту область. Начнемъ опять съ упомяну- 
той уже знаменитой посмертной теоремы Ферма. "Теорема со- 
стоить въ томъ, что 
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Невозможно найти цфлыя числа для х, 9, <, Кото- 
рыя удовлетворяли бы уравненпо 


ж-у=х, 


если п есть цфлое число большее, чЪмъ 2. 


Теорема Вильсона состоитъ въ слфдующемъ: 
Если р есть первоначальное число, то число 


о о Ботов 0%] 


дЪлится безъ остатка на р. 

Эта знаменитая теорема была высказана Джономтъ Вильсо- 
номъ (1741—1793), воспитанником Кэмбриджекаго универси- 
тета. Какъ и Ферма, онъ не занимался спещально математи- 
кой. Теорему свою онъ предложиль ученымь безъ доказатель- 
ства. Впервые опубликоваль ес Уоринть (Маги) въ своихъ 
«Мейнайопез А]оеЪгалсае», а общее доказательство ел даль 
Ларанжз въ 1771 году. 


Формулы для нахоэкдешя парвоначальныхь чисел. Общей 
формулы для получешя ряда послФдовательныхь первонамаль- 
ныхъ чисель въ любыхъ предФлахъ не найдено. Лежандръ 
предложилъь формулу 247 -|- 29, которая даеть первоначальныя 
числа для всфхъ послфдовательныхь значенй х оть 2==0 до 
ф—28, т. е. для 29 значейй 2. Эйлерь даль формулу: 
7-41, которая даеть первоначальныя числа для значе- 
НЙ хоть 0 до 39, т. е. для сорока значешй 2. Американский 
математикь Эекотть (Езс0@) нашель, что если въ формул 
Эйлера замфнить х через —40, то найдемъ формулу 
2?— 79% -Ё 1601, которая даеть первоначальныя числа длл 80 
послфдовательныхь значенй 2. Въ изслфдовани вопроса о пер- 
воначальныхь числахь особенно замфчательны труды русскаго 
академика Чебышова. 


Может» ли быть больше одной зрупты первоначальныхв 
множителей числа? ВсЪ почти наши учебники ариометики на 
этоть вопросъ отвфчають; нльии. Число, молъ, разлагается только 
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на одну группу первоначальныхь множителей. И этотъ отвЪтъ 
совершеннно вфренъ, пока мы держимся только тфенаго чисто 
«ариометическаго», такъ сказать, —привычнаго поняя о еди- 
ниц}, о числф. Но если взглядъ на число мы расширимь до 
понямя о комплексном» числЪ (ем. далве главу «Наглядное 
пзображеше комплекеныхь чисель»), то положен, что всякое 
число можеть быть равложено на первоначальныхь производи- 
телей только единственнымь путемь, лишается математической 
достовЪрноети. 'Гакъ напримЪръ: 

26—эх 13=(5-РИ-=1) 6— ИУ. 


Развитие понятя 0 числь. Начиная съ учешя о цфлыхъ 
числахь древнихь грековъ, переходя черезь рацюнальныя дроби 
Дофанта, такъ называемыя «ращональности» и «ипррацюналь- 
ности» разематриваются, какъ числа, только въ шестнадцатомь 
вфкЪ. Отрицательныя числа, какъ обратныя положительныму 
были выдвинуты Жираромъ и Декартомь. «Мнимыя» и ком- 
плексныя числа ввели въ матемалическй обиходь Арганъ, Вес- 
сель, Эйлерь и 'Гауссъ. 

Такимь образомь въ послЪднее время создалось новое, совер- 
шенно общее поняте о числф, и, говоря кратко, математики 
приняли за правило, что оправдане для введенёя вз ариометику 
числа основывается только на опредълеши этою числа. 
Исходн изъ этой точки зря, и развивается вся современная 
теоретическая ариометика. 


>. 


пении»? 


Графики, 


Какъ-то профздомь черезь уфздный городъ Западнаго края 
пишущему эти строки случилось разговориться съ мфетныхь 
обывателемь и узнать, что у нихь въ тородф есть своего рода 
чудо-малематикъ. Этоть математикь мало того, что рЪфшаль 
«всякую» и «какую угодно» предложенную ему задачу, но р 
шаль чрезвычайно быстро, почти не думая, при помощи веего- 
на-всего обыкновенной шахматной доски. Кусочкомъ мЪла онъ 
извфстнымь ему образомъ разставляль на клЗтках» доски числа 
задачи и зат$мь, не производя пикакихь письменныхь вычи- 
слешй, говориль тотчает отвЪть. 

— И это каждую предложенную задачу он рЪшаеть та- 
кимь обравомь?—заинтересовалел я. 

— Какую угодно! Можете, если угодно, убфдитьея въ этомь 
сами. Подумайте: необразованный... а самъ дошель... 

К сожалфнию, ни время, ни обстоятельства не позволили 
мн познакомиться съ этимь еще однимь скрывающимся въ 
нашей глуши самородкомь. Но не разъ, признаться, задумы- 
валея я надь тфыъ, какъ 910 «простой и необразованный» 01- 


лоруссь руЪшаеть вс задачи сь помощью шахматной доски, не 
прибЪгая къ выкладкамь и вычислешямь. Арнометика пли ал- 
гебра безь вычислен!й!.. На первый взглядь это удивительно, 
но Это только на первый взглядъ. 

Быть можеть, «секреть» уроженца бЪлорусскаго городк: 
окажется не столь ужъ загадочнымь, если сообразить, что шах- 
малная доска есть не что иное, какъ площадь, разграфленная 
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вертикальными и горизонтальными линями на квадратныя 
клптки. Листь же бумаги, разграфленной на клёточки, какь 
сейчась увидимъ, можеть оказаться незамнимымьъ подспорьемъ 
для быстраго рфшешя весьма многихь и весьма сложныхъ за- 
дачь. Такъ какь клфичатую бумагу можно теперь встрЪтить въ 
продаж почти всюду, то и мы здфсь со своей стороны повто- 
ряемъ совфть почтеннаго профессора, Джона’ Перри, который въ 
своей «Практической МатематикЪ» говорить: «очень важно 
чтобы ученикъ извель много листов бумаги (кльтчатой) ив 
свои упражнешя, расточительно пользуясь этимь матерьяломъ». 
Добавим къ отимъ словамь почтеннаго ученаго, что «изводить» 
клфтчалую бумагу слфдуеть и не «ученику» въ точномь зна- 
ченши этого слова, а всякому любителю точныхь знанй. При 
помощи такого рода бумаги весьма легко вычерчивать графики 
и примфнять ихь къ рёшенто различныхь задачь. 


Эти графики въ наше время вы можете найти во многихь 
газетахъ и журналахъ. Чаще всего ими пользуются для нагляд- 
наго представлешя хода измЪненй температуры и давленйя ба- 
рометра за извфетный перюдъ времени. Прим ръ такого гра- 
фика дань на фиг. 81. 

Понедъльнииь Вторникь — Среда Четверг Пятница — Суббота Воснресенье 


> бб бб био роб №6 шбюб в | 


196 ропей о 
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РН , 
770 ы 
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Давлеше барометра 
а 
(= 


Фиг. 81. 


Ня эт об ет 
а этой фигур» изображены даже не один, а два графика: 
сплошная черная лин!я изображаеть колебан!я за недфлю въ 
показашяхь барометра, а лишя колебанй температуры обозна- 
чена пунктиромъ. Разобраться въ подобномъ график очень легко. 


пе 


По горизонтальному направлению означено время: семь дней 
недфли и для каждаго дня главнфйние часы наблюдешй — 12 
часовь ночи, б чае. утра, 12 чае. дня и 6 час. пополудни. 
'Такь что сторона каждаго квадратика въ горизонтальномь на- 
правлени соотвфтствуеть промежутку времени въ б часовъ, а 
: стороны—1 часу и т. д. 
По вертикальному направленио слфва помфщены дЪлешя 
вь миллиметрахь шкалы барометра, а справа—шкалы термо- 
метра. 

Пусть теперь, скажемъ, каждый чась въ сутки или черезь 
каждые 2, 4, бит. д. часа опредфляють высоту барометра и 
показаше термометра. Каждое такое показаше на клЗткахь гра- 
фика легко отмЪтить соотвЪгствующей точкой. Положимь, на- 
примфрь, что во вторникъ въ шесть часовь утра высота баро- 
метра была 780 миллиметровъ, а термометрь показываль (”. 
Тогда на пересфченти вертикальной лишш, проходящей черезь 
показан! е «Вторникъ 6 час. утра», съ горизонталью, проходя- 
щей черезь дЪлен!е барометра 780, мы ставимъ точку, обозна- 
чающую показаше барометра. Точно также на той же вертикали, 
но въ пересфчешш ея съ лиШей, противъ которой поставлено 
нулевое показаше термометра, мы ставимь точку. Это будеть 
показаше термометра. Соединяя всз послфдовательныя показа- 
ня барометра сплошной лишей, а показашя термометра пунк- 
тиромь, получаемъ графики недфльныхь температур и баро- 
метрическаго давленя, дающие полную картину измненя по- 
годы за недфлю. Никакой путаницы и неясности здЪсь быть не 
можеть. Если вы хотите прослФдить линшю барометра, спра- 
вляйтесь сь цифрами налЪво; желаете прослЪдить температуру, 
смотрите цифры направо. Точно также каждая точка горизон- 
тали соотвЪлетвуеть извЪстному часу и дню недфли. 

Но графики находять себЪ примфнеше не въ одномь только 
учеши о погодЪ (метеорологи). Можно сказать, что чЪмь дальше, 
тфыь область ихь примфнешя становится шире. Вь высшей 
степени плодотворно пользоваше графиками, наприм$рь, въ 
статистик$. Въ желЪзнодорожномь дфлЪ они представляють чуть 
ди не единственное средетво для обозначен!я движеня пофздовъ, 
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и графики послФдняго рода вы, вЪроятно, встрфчали на стенах 
иныхь станщй желфзныхь дорогь. Графиками же часто поль- 
зуются на биржахь для обозначеня колебан!й курса. Графики— 
пеобходумое пособе ть области практической механики, строи- 
тельства и т. д.) ит. д. 

Вообще когда одна величина, У, зависить оть другой, Х, 
такъ что сь измфнешемь Х измфияется У, и если эти вели- 
чины и измфнешя ихъ конечны, то съ помощью графика можно 
представить какое угодно измфнене величины У въ завиеимо- 
сти оть измфнешя Х. 

Величина У въ такомъ случаЪ называется фупкией отъ 
величины Х. Пояснимь нфеколько подробнфе это весьма упо- 
требительное въ математик слово. 

Еели мы будемъ чертить рядь окружностей, все боле и.бо- 
лфе увеличивая ражусь, то и самыя окружности будуть все 
длинне и длиныфе. Слфдовательно, длина окружности есть 
Ффункщя вя радуса. Если къ резиновой нити подвЪсить тяжесть, 
то нить вытянется,—и вытянется больше или меньше въ зави- 
симости оть того, большую пли меньшую тяжесть мы подвёсимъ, 
Длина резиновой нити есть, слфдовательно, функшя подвфшен- 
ной къ ней тяжести. Кели подогрфвать въ котла» паръ, то да- 
влеше его увеличител—и тЪмь больше, чфуь выше будеть тем- 
пература. Давлене пара есть, слЪдовательно, функция темпе- 
ратуры и т. д. Читатель можеть теперь самъ подобрать сколько 
угодно примфровъ величинъ, находящихся между собой въ 
фуикцональной зависимости. 


Поередствомь графика можно всегда наглядно представить 
фуницио помощью чертежа. И для этого прибгають всегда 
къ одному и тому же нижеслфдующему пруему. 

На клфгчатой бумаг беруть двЪ влаимно -периендикуляр- 
пыя линш ОХ и ОУ, навываемыя осями хоординать и пере- 
<Ъкающеяся въ точкЪ О (Фиг. 82). Условимся, теперь, напра- 
влешя вираво и вверхь по осямъ считать положительными (съ 
внакомъ |), а направлешя влфво и внизъ — отрицательными 
(сть знакомъ =). 

Какъ же намъ теперь графически изобразить н%которую 
функцию у, завнеящую оть 22 
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Условимея въ единиц мфры, принявь, скажемъ, каждую 
сторону клфтки на 1. ЗатЪмъ беремь извЪетное значенте для 2 
и откладываемь его по оси 
г вправо, если & положи- 
тельно, и влЪфво, если 
отрицательно. 

Пусть, напр., въ дан- 
номь случаЪ х изобрази- 
лось у насъ длиной Ор. Для 
взятаго значеня 2 опредф- 
лимъ соотв тствующее зна- 
чеше у; пусть оно выра- 
зитея  числомь, которое 
можно представить длиной 
04. Эту длину мы откла- 
дываемъ по оси ОУ вверхъ, фиг. 82. 
если она со знаком |, и 
внизъ, если она со знакомъ —. Изь точекъ р _и 4 проведемъ те- 
перь линш, параллельныя осямь ОУ и ОХ. Лин!и эти пере- 
сЪкутся въ точкф Р. Воть эта точка и представляеть совокуп- 
ность двухъ соотвЪтствующихь значенй хи у. Построивъ рядъ 
такихъ точекъ и соединивъ ихъ непрерывной линей, получаемъ 
графикъ, изображающий наглядно измфнешя функц у въ зави- 
симости оть измфнешй х. 

Способъ этоть, какъ мы уже видЪли, быль примЪненъ для 
получешя предыдущаго графика (фиг. 81) температур и ба- 
рометрическаго давлешя. Онъ, — новторлемъ, — обиий для по- 
строешя вефхь графиковъ вообще. 


РЬшене уравненй. 


При пользовани графиками н\гь, вообще говоря, неразр?- 
щимыхь уравнешй. Для образца, какъ при рфшенш ур-й можно 
пользоватьел графиками, возьмемь простой примфръ изъ < Практи- 
ческой математики» проф. Джона Перри. Пусть требуется графи- 
ческимь путемь рфшить ур-е: 

2 —5,115-- 5,709 =0. 


ВЪ ЦАРОТВЪ СМЕКАЛКИ. 
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Положимъ 
у="' —5,112-- 5,709 

и сдЪлаемь графикъ функщи у. 

Возьмемь нЪкоторыя значения 2 оть нуля до 5 и вычиелимъ 
соотв тетвующия значеня 2. Получаемь два ряда: 
для 0 { 4 2,0 25 30 35 40 50 
для у: 5709; 15599; 0,294; —0,50; —0,816; —0,621; — 0,074; 1,269; 5,159 

Нанося эти значеня на клЪтчатую бумагу, получаемъ гра- 
фикъ, изображаемый на фиг. 83. 

Кривая графика перескаеть ось ОХ въ двухь точках Ри 


м т Ме 
(), слфдовательно, существуеть два корня уравиешя т 


*, 


Фиг, 88. 
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— 5,112 -- 5,709 =0. Вычисляя эти корни по графику, нахо- 
димь ихъ яриблизительную величину: 1,65 и 3,46. 

Воть здЪсь-то и слфдуеть отмЪтить, что веЪ почти резуль- 
таты, получаемые помощью графиковъ, лишь ириблизительны, 
а не вполнф точны. Это всегда слфдуеть имфть въ виду, когда 
пользуемся графиками. Но слфдуеть также знать и то, что при 
тщательномь  составлени графиковь получаемые результаты 
вполнф удовлетворяють требованямъ практики: 

Итактъ, если мы не умфемь даже рЪшаль алгебраически 
ур-й 2-й, 3-Й и 4-й степени, то намъ помогуть графики. Они 
же могуть помочь найти корень и всякаго иного уравнешя, 
въ томь числЪ даже перазрьшимаго алгебраически ур-1я выше 
четвертой степени, и разршать ихъ съ желательной степенью 
точности. Теперь вамъ, вфроятно, понлтно значеше графиковъ, 
хотя врядъ ли можно согласиться съ уважаемымь проф. Перри, 
который веякаго защитника чисто алгебраическихь «точныхь» 
способовь р№шеня задачъ обвываеть «самоувфреннымтъ, как 
пфтухъ, академическимь ученымъ съ деревянной головой». 

Хорошо именно то, что для даннаго случая нужно!-—можно 
на это сказать. 

Къ числу преимуществь графиковъ предъ иными способами 
рЪшен!я задачъ принадлежить еще назлядность, — возможность 
дЪйствовать на умъ посредствомь глаза. Это, въ частности, для 
педагога— великая вещь! 

Но перейдемь къ нЪкоторымь другимь задачамь, рЪшас- 
мымь съ помощью графиковъ. Задачи эти, вфроятно, боле 
всего объяснять намь тоть секреть рьшеня задач на шахмат- 
ной доскЪ, о которомъ мы упоминали въ началф этой главы. 


Задача, 56-я. 
Знаменитая задача Люка. 


Воть задача, предложенная извЪетныхмь (нын% покойнымь) 
математикомь Эдуардомь Люка, о возникновеши которой та- 
лантливый математик г. Лазань разсказывавть слЪдующую исто- 


рйю, ручаясь за ея полную достов$рноеть: 
э* 
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На одномь научномь конгрессЪ, въ концф завтрака, на ко- 
торомъ находилось много извЪетныхь математиковъ, и между 
ними было нЪеколько знаменитостей разныхъ нацюнальностей, 
Элуардь Люка вдругъ объявилъ, что онъ хочеть задать имъ один» 
изъ самыхъ трудныхъ вопросовъ: 

«Я полагаю, что каждый день, въ полдень, отпра- 
вляется пароходъ изъ Гавра въ Нью-оркъ и въ то же 
самое время пароходъ той же компаши отправляется 
изъ Нью-юрка въ Гавръ. Перефздъ совершается ровно 
въ 7 дней въ томь и другомъ направленм. Сколько 
судов своей компани, идущихъ въ противоположному 
направленш, встрЬтить пароходъ, отправляюнийся сего- 
дня въ полдень изъ Гавра?» 


Р\шен1е. 


Н»Ъкоторые изъ присутствовавшихъ знаменитостей — говорить 
по этому поводу Лэзань, опрометчиво отвфтили «семы» Боль- 
шинство же хранило молчаше. Ни одинъ не даль вфрнаго 
отвЪта, но если бы для ршешя этой задачи призвать на по- 
мощь графикъ, представленный на фиг. 84, то рьшеше выри- 
совалось бы тотчасъ 
со всей леностью. Слу- 
шавше Люка, оче- 
видно, думали только 
о пароходахь, кото- 
рые должны еще от- 
правиться въ путь, 
забывая о тЪхъ, вото- 
рые уже въ дорог. 
ВЪрно же то, что па- 
роходъ, графикъ котораго на фиг. 88-й изображен линей АВ, 
ветрЪтить на морЪ 13 судовь, да еще тоть, который входить 
вь Гавръ въ моменть его отъфзда, и еще тоть который отира- 
ляется изь Нью-орка въ моменть его прибыя, или всезо 15 
сов. Графикъ показываеть, кром® того, что ветрфчи будуть 
происходить ежедневно въ полдень и въ полночь, 
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Если бы кто сомнЪфвалея еще до сихъ порь въ огромной 
пользф графиковъ, то настоящая задача, думаемъ, должна раз- 
сЪять подобныя сомнфия. Тон! и сложный вопросъ получаеть 
въ данномъ случа быстрое, простое и наглядное рфшеше. 


Задача, 57-я. 
Курьеры. 


Въ общераспространенныхь задачникахь въ ряду иныхь 
часто встр$фчаются «задачи о курьерахъ», или путникахъ, или 
пофздахь, пдущихь сь различной скоростью оть извЪетнаго 
пункта, вдогонку другь за другомь или же навстрЪчу одинъ 
другому. При этомь спрашивается обыкновенно время ихъ 
встрфчи и разстояше мЪста ветрЪчи оть точки отправлешя. 

Задачи эти слишкомъ общеизвЪстны, чтобы о нихъ стоило 
много здЪсь говорить. Въ школахъ они относятея обыкновенно 
къ числу с«трудныхъ». Укажемъ поэтому здЪеь, что задачи и 
этого рода могуть рЪипаться съ помощью графиковъ. Для этого, 
взявъ разграфленную въ клЪтки бумагу и построивъ дв вза- 
имно перпендикулярныя оси, мы на оси ОХ откладываемъ 
время, а на оси ОУ соотвфиствуюнщия разстояня, и строимъ 
затфмъ по прежнему графики для каждаго «курьера», «путни- 
ва», «пофзда» и т. д. Точка перес$чеше графиковъ съ совер- 
шенно достаточной точностью опредфлитъ время и мЪфсто встрЪчи: 
для этого нужно только изъ этой точки опустить перпендику- 
ляры на оси ОХ и ОУ. Пересфчеше периендикуляра съ пер- 
вой осью дасть точку, по которой опредФляется время ветрЪчи, 
а пересфчеше другого перпендикуляра съ осью ОУ’ дасть точку, 
которая позволить намъь опредфлить разспюяше мЪета встрЪчи 
оть точки отправлешя. 

Взявъь изь любого задачника подобную задачу и построивъ 
соотвфтетвующие графики, читатель легко убфдится въ простот 
п пригодности этого метода для приложешя къ подобнымь за- 
дачамъ. ЭдЪеь же мы предложимъ вниманию читателя слЪдую- 
щую болфе сложную задачу о собакЪ и двухь путешественни- 
кахь, рфшить которую безь помощи графиковь не так-то 
легко. 


с 


Задача 58-я. 
Собака и два путешественника. 


Лва иъшехода идутъ по одной и той же дорогЪ, 
въ одномь и томъ же направлени. Первый, 4, нахо- 
дится на 8 клм. впереди другого и дфлаетъ 4 клм. въ 
часъ; второй, В, дБлаеть по 6 клм. въ часъ. У одного 
изъ путешественниковъ есть собака, которая, именно 
въ тотъ моментъ, когда мы говоримъ, бЪжитъ къ дру- 
гому путешественнику, со скоростью 15 клм. въ часъ, 
потомъ сейчасъ же возвращается къ своему хозяину; 
прибЪжавъ къ нему, она снова бФжитъ къ другому 
путешественнику, и такъ до тЬхъ поръ перебЪгаетъ 
отъ одного къ другому, пока оба путешественника 
встрЬтятся. Нужно узнать, какой путь пробЪжитъ 
собака. 

Ръшен!е. 

`На оси ОХ отклады- 
ваемъ время, а на оси ОУ 
разстояня. Вопроеь можно 
разсматривать двояко, смо- 
тря по тому, кому изъ пу- 
тешественниковъ  принад- 
лежить собака, На фиг. 85 
считается время съ того 
момента, когда собака вы- 
пущена. 

Графики двухъ путеше- 
ственниковъ суть ОМ и 
81, и точка М, т.е. ветр$ч- 
ный пункть, какъ видно 
изь фиг. 85-ой, соотв®т- 
ствуеть разстояншю въ 24 
километра и 4 часамь ходьбы. Если собака принадлежить пут- 
нику, который сзади, то графикь ея пути есть Оаа..., лома- 
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ная лини между графиками хода двухь ифшеходовъ. Еели она 
принадлежить путешественнику, пдущему виереди, то графикъ 
ся пути есть 865... такая же по происхожденю ломаная ли- 
ня, но отличная оть первой. Въ обоихъ случалхъ, тЪмъ не ме- 
нфе, животное не перестаеть бЪжать въ продолжене 4 часовъ 
и, дфлая по 15 километровъь въ часъ, пробЪгаеть 60 киломе- 
тровъ. Очевидно, въ томь и въ другомъ случа» результать один 
и тоть же. 

Можно предположить, что путешественники идуть друг 
другу навстрёчу, и, вообще, всячески видоизмфнять усломя 
задачи. Въ зависимости оть этого измфнятея н$Феколько и гра- 
фики, но способь рфшешя остается тоть же. 


На этомь мы и закончимь главу о графикахъ, предлагая 
читателю разрабатывать дальше этоть вопросъ самому. Въ во- 
просахъ изъ области физики и механики найдется въ особен- 
ности много задачъ, рЪшаемыхъ графически. Рекомендуем также 
вниманно читателя книгу Джона Перри: «Практическая мате- 
матика> (есть въ русскомъ перевод). Въ этой книжкЪ вопростъ 
о графикахъь разобрань съ надлежалцей полнотой и ясностью. 
Не совфтуемъь лишь увлекаться т$ми полемическими выпадами 
противъ «теоретиковь», которыми почтенный авторъ безъ ви- 
димой нужды уснастиль кое-гдЪ свою въ общемъ полезную 
книгу. 

Возвращаясь къ тому, съ чего началась эта глава, т. е. къ 
оставшемуся въ неизвфстности «чудо-математику», рышавшему 
задачи съ помощью шахматной доски, мы должны признать, 
что это возможно. Рчь идеть, очевидно, о графикахь. При на- 
вык\, ъкоторыя задачи съ помощью ихъ, как видимь, можно 
рЪшать удивительно быстро. «Нъкоторыя», —говоримь,-но не 
вст! Воть почему намъ кажется, вопреки увфрешямъ почтеи- 
наго захолустнам обывателя, что ие всякую задачу могь «мо- 
ментально» рЬшать бфлорусеый «чудо-математикъ». 


—> 


0бъ акфомахъ элементарной алгебры, 


При ивученш элементарной алгебры къ рЪшенйо уравне- 
нЙ приступають обыкновенно съ такими аксюмами: 

1.— Величины, равныя порознь одной и той же величинь 
или равнымз величинам, равны между собой. 

2.— Если къ равнымь величинам прибавить равныя же, 
то и суммы получатся равныя. 

3.— Если отз равные величин отнять поровну, то и 
остатки получатся равныя. 

4.— Если равныя величины умножать на равныя, то и 
произведения получатся равныя. 

5.— Если равныя величины раздълить на равныя, то и 
частныя получатся равныя. 

6.— Цълое больше каждой изз своих частей. 

7. —Одинаковыя степени или одинаковые корни отз рав- 
ныть величии равны. 

Эти освященныя временемь «обийя понямя» составляютъ 
основу теоретической ариометики. На нихъ обосновываются 
точно также и алгебраическя разсужденшя. 

Но въ высшей степени необходимо относительно этихъ 
аксюмъ сдфлать соотвЪтствующия пояснешя и оговорки, когда мы 
распространяемь ихъ на область алгебраическихь количествъ. 
Обобщен!е свойственно математикЪ. Когда мы обобщаемь, мы 
отбрасываемъ всф ограниченя, которыя были раньше устано- 
лены, или подразумфвались. Предположеше, вфрное съ прежде 
бывшими ограниченями, безь нихь можеть быть вЪзрно и 
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невЪрно. Пояснимь примфромъ: при переходв отъ геометрии 
двухь измфренй (планиметря) къ геометрии трехъ измфре- 
н!Й (стереометря) приходится отбросить то ограничеше, кото- 
рое необходимо подразумвалось въ геометри на плоскости, — 
а именно, что всф разсматриваемыя фигуры лежать въ пло- 
скости нашего чертежа, или доски, на которой фигуры изобра- 
жены (за исключешемьъ, конечно, того случая, когда мы мы- 
сленно переворачиваемъ фитуры для наложеня ихъ одну на 
другую). НЪкоторыя изъ теоремъ, вЪрныя для геометри на 
плоскости, безь всякихъ измфненй переходять и въ стереоме- 
трию, а друмя—нфть. Сравните въ этомь отношении, хотя бы, 
дв такихъ теоремы планиметрии: 1) черезь точку, данную 
внтъ взятой прямой, можно на эту прямую опустить только 
одинз перпендикуляръ и 2) изь точки, взятой на данной пря- 
мой, можно къ этой прямой возставить только одинз перпенди- 
куляръ. Первая изь этихь теоремъ безо всякихъь оговорок 
приложима и къ геометри въ пространств», а вторая—н%ть. 

Для второго, еще болфе яркаго, примфра обратимся къ во- 
просу (см. стр. 124): можеть ли быть число разложено на болЪе 
чЪжь одну группу первоначальных множителей? 

Ньтз\—отвЪтять вамь,—если подъ множителями подразу- 
мфвать обыкновенныя ариеметическя числа. 

Да!—еъ неменьшимъ правомь отвфтить другой,—если въ 
понят о числЪ включить и комплексныя (или такъ называемыя 
«мнимыя»>) количества. 

Вь первомъь случаЪ число 26, напримЪръ, разлагается 
на первоначальные множители только единственнымь путемъ: 
26—83 13; а во втором: 


56 =2х 18 =(5-РИ—\ (5—У—\. 


Такихь примфровъ, впрочемъ, можно привести очень много, 
и въ настоящей книг% намтъ какь приходилось, такъ и при- 
детея съ ними встрфчаться не разъ. 
Такимъ образомъ, мы можемъ всегда ожидать, что аксюмы 
ариометики могуть нуждаться въ нфкоторыхь видоизм$нешяхь 
или дополнешяхь, если попробовать ихъ распространить на 
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область алгебраическихь количествь. И это мы находимь на 
самомъ дЪлЪ. Въ сожалфнию, мы не всегда замфчаемъ, чтобы 
авторы учебниковь обращали вниман!е своихъ читателей на 
подобныя видоизмфненшя иныхъ аксюмъ, или даже, чтобы они 
сами примфняли эти аксюмы съ надлежащей осторожностью. 
Между тЪмь мы прежде веего должны требовать отъь научной 
аксюмы, чтобы она была совершенно вЪрна и внолнЪ соотвЪфт- 
ствовала смыслу, вв которомз извъстныя выраженя упозтре- 
бляются в5 этой наук. 

Пятая, напримЪръ, изь вышеприведенныхь аксомъ, или 
«аксюма дфленя», должна быть сопровождаема необходимой, 
но тёмъ не менфе р%дко встрфчающейся оговоркой: ...«раздТ- 
лить на равныя, только не на нуль». 

Безъ такого ограничения высказываемое положеше далеко 
отъ аксюмы. 

Въ иномъ учебник, гдЪ приведена шестая изъ вышеука- 
занныхь «аксюмЪъ», читатель на слфдующей страницф можеть 
найти такое, напримфръ, выражеше. 


2—5 7—1=-3, 


гдф «--3> есть «цфлое» или сумма». Видя, что одна изъ частей 
Этого «цфлаго» есть -|-- 7, иной читатель можеть искренне по- 
дивиться, какъ же это совмЪщается съ «аксюмой», что «цфлое 
больше каждой своей части». 

Въ седьмой аксюмЪ одинаковыя степени и корни изъ рав- 
ныхЪ количествъ равны только арнеметически. Иначе говоря,— 
одинаковые дЪйствительные корни изъ равныхъ количествъ 
равны при услоши одинаковыхъ знаковъ. 

Употребляя въ аксюмф слово «равный», не принимаем ли 
мы его какъ бы въ смыслЪ «тоть самый»? НапримВръ, если 
два числа тЪ же самыя, что и третье число, то и первое есть 
то же число, что и второе, и т. д. 


—_—_— 
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0 приложеши акофомъ къ рёшеншю уравнений, 


Иногда въ элементарныхь руководствахъ, а тВмь болфе въ 
объяснешяхь иныхъ репетиторовь и даже преподавателей, 
дфло ставится такъ, что какъ будто при дЪйствяхъ надъ урав- 
ненями возможно прямое, непосредственное приложеше аксюмъ. 
Возьмемь для примфра постоянно встр®чающееся и въ учебни- 
кахъ и въ учебной практик® такое разсуждене: 

Дано уравнене 

32 4=19. 


Вычитая изъ каждой части по 4, получиуь 


82 =10, . (акстома 3). 


Для 00Ъ части на 8, получаемъ 


@—=5 (г, ь ОБ 


И уравнеше считается рЪшеннымъ (безо всякихъ оговорокъ) 
непоередетвеннымь приложенемь аксюмъ. Но это доказываеть 
только, насколько распространены на этоть счеть совершенно 
ошибочные или непродуманные взгляды. 

Хотя вь выполненныхь выше алгебраическихь дЪйстйяхь 
и нфть ошибки, но ссылка для пояснешя этихъ дЪйствйй просто 
на аксюмы можеть толкнуть ученика на ложный путь. «Со 
спокойнымь сердцемъ», какъ говорится, при такомь способЪ 
разсужденй онъ подфлить об части уравнешя на неизвфетное, 
если это возможно, и не замфтить, что при этомъ уже теряется 
одно рушене (корень) уравненя. Точно также «приложенемь> 
ТОЙ или ИНОЙ <аксюмы» онъ можеть ввести въ вопроеь совер- 
шенно постороннее рфшене. 

Слфдуеть разъ и навсегда освоиться съ мыслью, что прямое, 
непосредственное примфнене аксюмъ къ рЪшенио уравнешй 
неприложимо,—и воть почему: 

А.— Можно, слБлуя аксюмамъ и не сдБлавъ ника- 
кой ошибки въ дЪйстняхъ, получить, все же, нев5рный 
результатъ. . 
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В. Можно нарушать аксюмы, т. се. поступать во- 
преки ихъ прямымъ указашямъ, и, все же, получить 
вЪрный результатъ. 

С.—Аксомы по самой внутренней сущности не мо- 
гутъ прямо и непосредственно примфняться къ уравне- 
НЯМЪ. 

Раземотримь теперь каждое изъ высказанныхъ выше положе- 
шШй отдЪльно. 


А, — Примънеше аксомь и получеше ошибки. 


Пусть дано 
ЕО, М жи о 
Умножаемь 00% части уравнешя на х—д, получаемь 
17 —-би--5=2%—10.... аще. 4 
Вычитаемь изь обфихь частей уравнейя по 2—7: 


2 — 7а--1: 


5-8 о, . акс. 3 


3: 


ДЪлимь обЪ части ур-я на г 
9—4, оу во 6 


Прибавляя къ обфимь частямь по 4, находимь 


ЕО ии вы но В 


Но найденное рфшене не удовлетворяеть данному уравне- 
иго (1). Единственный корень его, какъ легко убфдиться, есть 
Ф—3. Итакъ, совершенно съ виду правильно разсуждая и не 
сдЪлавъ ни одной ошибки въ дЪфйстйяхь, мы пришли къ не- 
вЪрному рЪшеню. Въ чемъ же дфло? 

Недоразумня на этоть счеть (особенно при выяенени 
такъ называемыхь «математическихь софизмовъ») настолько 
обыкновенны, что остановимся на вопросз подробнЪфе, рискул 
даже иЪеколько наскучить читателю. Прослфдимъ пройденный 
нами путь: 

Умножене на 2—5 ввело новое рьшеше: #=6, а дфле- 
ще на %—3 исключило корень = 3. Аксюмы, приведенныя 


Е 


въ предыдущей главЪ и надлежаще понятыя, исключають дф- 
леше на нуль. Въ этомь мы убфждаемся и на данномь при- 
мЪрЪ, такъ какь дЪлеше ур-ня на 2—3 есть въ сущности д?- 
лене на нуль, ибо число 3 удовлетворяеть ур-пюо (есть его ко- 
рень). Говоря точн%е, все это показываеть, что при дЪйствяхь 
надь уравненемь существо вопроса соетоить въ томъ, чтобы 
значене входящаго въ него неизвфстнаго оставалось вЪрнымъ 
и неизмннымъ. Необходимость квалифицировать акеюмы при- 
м}нительно къ этому требованйю выдвигаеть важное начало 
эквивалентности уравненй, или равнозначности ихъ, говоря 
по-русски. Необходимо, чтобы послф веякихъ преобразованй 
уравнешя всякое новое по виду получаемое уравнеше было 
эквивалентно (или равнозначно) данному; т. е., чтобы можно 
было сь увЪренностью сказать, что веЪ произведенныя наду 
уравнешемъ дЪйствя не измВнили значешя входящих въ него 
неизвфстныхъ, не ввели новыхь рёшешй, пли не лишили его 
прежнихь. 

Не входя въ излипийя здфеь теоретичесюя подробности, 
приведемь, для ясности, по этому поводу нЪФеколько простЪй- 
шихъ примфровъ. 

Если къ обЪимъ частямъ даннаго уравнешя прибавить или 
оть обфихь частей вычесть одно и то же выражеше (хотя бы 
даже содержащее неизвестное), то это не измфнить значене 2 
въ уравнени (вновь полученное ур-е, значить, будеть экви- 
валентно, или равнозначно, данному). 

"Точно также значенте 2 не измфнится, если данное ур-Ге умно- 
жить или раздфлить на какое-либо извЪетное число, кромЪ нуля, 

Но если 06% части уравнешя умножить или раздЪлить на 
личество, содержащее неизвЪстное, то вновь полученное ур-1е 
будеть, вообще говоря, не-эквивалентно данному. 

Если бы посл высказанныхъ здфсь замчашй у читателя 
остались еще как-либо сомифня и возраженя, 10 мы про- 
сили бы его внимательно заняться началомъ эквивалентности 
по лучшимь учебникамь и руководствамъ, съ одной стороны, и 
дЪйстями надъ уравнешями съ другой. Тогда онъ быстро 
убфдитея, что къ вопросу объ уравненяхъ нельзя подходить 
прямо съ однЪми аксюмами. 
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Необходимо оговориться также, что все предыдущее ни- 
сколько не посягаеть на правильность и незыблемость аксюмъ,— 
оно возражаеть только противъ ихъ примфненя тамъ, тдЪ онЪ 
прямо непримфнимы. 

Иной можеть возразить, что мы искусственно нагромоздили 
прямое примнене аксомь къ рфшеню уравнения (1) въ слу- 
чаф А, и что никто не сталь бы рЪ№шать такъ это простое 
уравнеше. Въ этомг ур-м (1) рышене, дЪйствительно, само 
бросается въ глаза, и каждый, пожалуй, скажеть его, просто 
взглянувь на ур-е. Но станеть ли кто возражать, что въ гро- 
мадномьъ большинствЪ случаевь сложныя ур-я учениками р?- 
шаются именно такз, какъ мы это привели выше съ ур-емь 
(1). Простой же и наглядный примфръ выбранъ здЪеь для того, 
чтобы убБдительнфе привести къ нелЪпости (теисНо а@ а- 
зи'4ит) ложь начальнаго положешя. 


В. — Нарушеше аксомь и впрный результатг. 


Чтобы избЪжать возраженя, что нарушешемъ одновременно 
цвухъ или болфе акаюмъ мы какъ-либо уравниваемъ допущен- 
ную ошибку, возьмемъь примрь, гдЪ поступимъ вопреки пря- 
мымь указанямь только одной аксюмы. 


СТАЕ Т В ела 


Прибавимь 10 только кз первой части этого ур-я. Та- 
кимь образомь. мы самымь грубымъ образом нарушаемт, пред- 
писане «аксюмы сложешя» и получаем 


Помножимь обЪ части ур-я на 2 — 3: 


|+ 05 —27=2%—6..... (3) акс. 4 
Вычтемь изь обфихь частей ур-ёя по 2% — 6: 


д -|- 41 —21=0...... (4) ас. 3 


Раздфлимь 0бЪ части на ®- 


9 = ори еб еВ 


Прибавляя къ обфимъ частямь по 3, имбемь 
ЕО ока поль в лаве 


Полученное рЪшеше 3 есть върный корень даннаго ур-я 
(1), несмотря на то, что нами допущено единственное грубое 
противорф че противъ аксюмы 2-й, которое не могло быть урав- 
новфшено  неправильнымь приложенемъ какой-либо другой 
аксюмы, ибо въ остальномь мы ирямо и точно прилагали «ак- 
‹1омы». Изъ предыдущаго (А) уже ясно, что невфрнымъ пони- 
манемъ приложешя аксомъ мы получили зат®му, здфеь ур-я 
(3) и (5) неэквивалентныя данному, а потому и получили та- 
КОЙ «неожиданный» результать. 


С.— Лкстомы по самой своей сущиости ие имъютё прямою 
отношеная кз уравнешямь. 


Аксюма говорить: если къ равнымь величинамь прибавить 
равныя и т. д., то и результаты будуть равны. Вопроеъ же, 
преслфдуемый разрзшенемъ уравненшя, состоить въ томьъ: дая 
какозд значешя х объ части ур-фя будутз равны? Такимь 
образомъ, если къ одной части уравнешя придать нЪфкоторую 
величину, не придавая ея къ другой; то, все же, для итъкото- 
раю значешя т, хотя бы и новаго, въ результат получится 
равенство. 

Ариометика, имфя дфло съ обыкновенными числами, стре- 
мится только узнать, что извфстное получаемое въ результат 
число равно извзстному другому. Но алгебра, имфя дфло съ 
уравненями (условными равенствами) желаеть знать, при ка- 
кихз услойяль данныя выражен!я представляють одни и тЪ 
же числа, другими словами, для какихъ значенй непзвфетнаго 
данное уравнене вЪрно. 

Въ отдфлЪ В настоящей главы возражене противъ уравне- 
шя (2) состоить не въ томъ, что первая часть его равна вто- 
рой (он «равны» настолько же, насколько и обЪ части перваго 
даннаго ур-!я), но въ томъ, что 0бф его части не равны для 
тою же значешя х, какъ и въ ур-ш (1). Словомь, ур-е (1) 
неэквивалентно (2). 
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Вообще, изучеше и выводъь принципа эквивалентности мо- 
жеть дать многое въ емыслЪ малематическаго развитя каждому 
желающему поработать въ области математики. Прежде всего, 
какъ видимъ, это натолкнеть его на надлежащее приложеше 
аксомъ. Въ примфнени къ уравнен!ямъ, напр., акстомы играють 
роль только при выводахъ и доказательствахь начала эквива- 
лентности. Прямое же приложене ихь къ рЪшению уравненй 
есть заблужденте, котораго слфдуеть всячески избЪгаль. 


Провзрка рёшен1я уравнения, 


Весьма часто учашеся «доказываютз» правильность рЪие- 
шя какого-либо уравнешя такимь путемъ. Найденную величину 
для неизвЪетнаго подставляють въ 00% части даннаго уравнешя, 
затЪмь нпадъ обфими частями полученнаго выраженя продфлы- 
вають указанныя знаками дфйств!я и, получивъ числовое тожде- 
ство, смЪло говорять: «что и требовалось доказать», хотя... 
непригодность подобнаго «доказательства» можно въ свою оче- 
редь доказать на примфрахъ, гдф получаемая нелЪпость прямо 
бьеть въ глаза. 

Возьмемъ такой примфръ: 

п И Е дров 

И, рЪшая его такь, какъ обыкновенно это дфлается, по- 
лучаемь: 
= И О 
я) 


ж--2= 12 —х; 


25—10; 


т № 


Найденное значеше для х подставимь въ данное уравнеше 
(1) и ‹докажемь» правильность рфшеня: 
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Казалось бы, все обстоитъь благополучно, хотя на самомъ 
дЪлф не трудно видфть, что если мы въ уравнеше (1) подста- 
вимь вместо 2 число б и приведемь обЪ части къ простфйшему 
виду, то получается для первой части 1-- ИУ, а для второй: 
1— ИТ,--числа явно неравныя другь другу, а потому, слф- 
довательно, 5 ме есть корень даннаго уравненя, что бы ни 
утверждала приведенная нами выше «провЪрка». 

Корень 5 быль незамЪтно введенъ въ уравненге, когда 06% 
его части возвышались въ квадрать. Другими словами, —корень 5 
удовлетворяеть уравнению (3), но никакъ не (1) ине (2). Но 
если бы въ какомь либо изъ уравненй, (1) или (2), измнить 
знакъ, то получилось бы уравнене, удовлетворяющееся р\- 
шешемъь у==5; а именно: 


Е 


Итакъ, необходимо всегда помнить, что если ращюнальное 
уравнеше получается изъ ирращюнальнаго путемъ возвышешя 
въ степень, то существуеть всегда другое пррацюнальное урав- 
неше, отличающееся оть даннаго только знакомьъ какого-либо 
члена или членовъ, и изъ котораго также можно получить то 
ще самое ращональное уравненте. 


2—1 И 12. 


Софистическая карикатура. 


Разобранный нами выше неправильный методъ «доказа- 
тельства» вЗрности рфшеная уравнешя можно свести къ довольно 
извЪстному, хотя и грубому логическому софизму, стремлщемуся 
«доказать», что всякое математическое дЪйстве можно свести 
на что угодно. 

Доказать, что 5—1? 

Вычитая изь каждой части по 8, находимь: 2 — — 2, 

Возвышая въ квадрать об части: 4 —=4, 
Итакъ 5 =1(.. 


ВЪ ЦАРСТВ® СУККАЛКИ, 10 
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Неправильные отвфты. 


Въ учебникахь и задачникахь алгебры нерздко можно встр?- 
тить уравнеше такого вида: 


#5 — У 5=6, 


и ВЬ «отвфтахь», гдЪ приведены р8шешя задачь, кратко со- 
общается, что корни этого уравненя суть «4, или—1». Это не- 
вЪрно. .Рашеше даннаго уравнен!я есть 4, а —1 не есть р%- 
шене. Кь несчастью, подобнаго рода задачи, безь надлежащихь 
разъяснен!й, ветрёчаются чаще, чфмъ слфдуеть. 


Алгебраичесые софизмы, 


Какой-то острякъ увфряль, что во всей литератур суще- 
ствуеть на самомь дЪлЪ только небольшое число основныхъ 
остроть или анекдотовъ, но со многими видоизмфненями. Онъ 
пыталел даже дать классификацио остроумныхъ изреченй, сводя 
ихъ къ небольшой таблиц типичныхь примФровъ. Другой остро- 
умець уменышиль и это число типовъ, сведя ихь, сколько по- 
мнится, всего кт, тремь. Нашелея и такой, который заявилъ, что 
ни остроть, ни шутокъ, вообще, не существуеть. Успфлъ ли 
этоть послфдн!Й дфйствительно исключить понят объ остроумт, 
какъ таковомъ, пли же къ огромному запасу старыхъ остроть 
онъ прибавиль еще одну,—это, конечно, зависить оть взгляда, 
на предметь. 

Въ настоящей главЪ мы, все же, сдфлаемь попытку еели 
не классифицировать, то до нфкоторой степени освЪтить хотл 
бы нЪкоторые изъ наиболфе распространенныхъ алгебраическихт, 
такъ называемыхь, «софизмовъ» или парадоксовь. При этомъ 
наша цфль—не хитроумно запутывать вопросы, а разобрать 
извЪстные типы этого рода задачь, рискуя даже въ значитель- 
ной степени лишить ихъ присущей имъ «таинственности». Со- 
физмы подобны привидзнямъ,—они не выносять свфта. Ана- 
лизь гибелень для извЪетнаго рода вопросовъ. 


10% 
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О тЪхь классахь, или подклассахь, общихь логическихь 
ошибокъ, которыя приводить въ своей «Логикз» Аристотель и 
которыя зависятъ отъ неправильныхъ построен! силлогизмовъ, — 
въ случаяхъ математическихь софизмовъ приходится говорить 
мало. Наиболфе часто въ софизмахъ, разсематриваемыхь нами, 
изъ этихь ошибокъ встрфчается та, которая зависить оть не- 
правильнаго построенйя или употреблешя такъ называемой ма- 
лой посылки. Въ математикф подобное логическое противорфче 
прикрывается незамтнымь для новичка допущенемь н$кото- 
раго обратнаго, съ виду очевиднаго, предложения, или же при- 
мфнешемь процесса математическихъ дЪйствй, который кажется 
неоспоримымь, каково бы ни было его приложеше по существу. 
Возьмемъ хотл бы такой примръ: 

Пусть с будеть среднее ариометическое между двумя не- 


а - 
равными числами а и Ь, т. @: ее — р, и елфдовательно: 


РОО ее нен 0 
Отсюда 
(а-- 5) (а— 6) = 26 (а— 0); 


а? — 6? — 2ас — 266; 
Перенеся члены, имЪемь: 
а? — Зав = 0 — 96. 


Придавая кь обЪимь частямь равенства по с": 


а — ас = — Же -е'........ (3) 
Отеюда 
(@— с) = (6— с); 
или 
а—6в=—6е.......... (3) 
Слфдовательно, 
@&=0. 


А между тЪуь было дано, что а и в неравны! Въ чемь же 
дТло? 

Конечно, 0бЪ части равенства (3) ариеметически равны, но 
знаки-то этихь чисеть противоположны; таку что равны только 
ихь квадраты (2). Допускаемая здфсь ошибка настолько оче- 
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видна, что, казалось бы, не стоило объ ней и говорить, если 
бы въ томъ или иномъ видф на ней не строились весьма мно- 
ме такъ называемые ематематическе софизмы». 


Указывая въ предыдущей главз на ошибочные премы про- 
вфрки правильности рфшешя уравненй, мы привели тамь 
(стр. 145) другой примфръ получаемаго, яко бы математически, 
абсурда. Поставимъ теперь вопросъ на общелогическую почву, 
и мы тотчасъ найдемъ источникъ всЪхъ нашихъ ложныхъ вы- 
водовъ. Въ сущности, мы строимъ неправильные силлогизмы, 
подобные нижеслфдующимъ, которые нарочно приводимъ парал- 
лельно въ рядомъ стоящихъ столбцахъ: 

Два равныхъ числа имфють 
равные квадраты. 

Эти два числа имфють рав- 
ные квадраты. 

Слфд.: Эти два числа равны. 


Птица животное. 


Лошадь— животное. 
Слфд.: Лошадь есть птица. 


По поводу каждаго изъ этихъ неправильныхъ логическихт, 
построенй съ полнымъ правомъ можно привести и два тавихт, 
параллельныхъ замфчания: 


Даже малоразвитой человЪкъ Каждый«первокуреникь>выс- 
будеть издфваться надъ такимь шей школы посмЪфется всяк 


заключешемъ, ибо оно нелЪпо; 
но тоть же человфкь не за- 
мЪфтить иногда подобной же 
ошибки въ устахъ, наприм$ръ, 
политическаго оратора, — 0с0- 
бенно своей партии. 


разъ, какъь получается нелфпое 
заключенте: и онъ же съ лег- 
кимь сердцемь готовь прими- 
риться съ ошибочными методами 
провфрки рЪшен!й, указанными 
въ предыдушей главЪ. 


Въ случаяхъ, когда приходится имЪть дЪло съ квадратными 


корнями, подмфтить ошибку иногда не такь-то легко. По 0б- 
щему соглашению о знакахь, если иЪть особой оговорки, то 
передь У подразумЪваетея знакъ --. Сообразно съ этимъ для 
положительныхь четныхь или дЪйствительныхь нечетныхъ 
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корней вфрно, что «одинаковые корни изъ равныхъ количеств 
равны»; и отеюда 


з - в,у— в, — 

У® =Иау6. 
Но если @ и 6 отрицательны, а #—четно, то этого тождества, 
уже не существует, и, принимая его, мы приходимъ къ абсурду: 


У т 
Е 
1=-1. 


/«_Уа . 
Или же, принимая, что | В-УР для велкихъ значешй 


буквъ, мы, казалось бы, можемъ написать слЪдующее тождество 
(ибо каждая часть его = И --1): 


= 


Отсюда 


ИЛИ 


Эти «обманы по несчастью», гдЪ, отправляясь оть общаго 
правила, приходять къ такому спещальному случаю, когда нЪко- 
торыя особыя обстоятельства дфлають это правило неприложи- 
мымь, а также софизмы, получаемые обратнымъ путем, извЪет- 
ный математикь Морганъ предлагалт, раздфлить на три разряда, 
относя ихъ веф въ область «псевдо-алгебры». По общему правилу, 
напримф$ръ, равныя величины, раздфленныя на равныя, даютъ 
и равныя частныя. Но это правило теряеть свою силу, если 
равные дЪфлители являются въ видф нуля. Приложене общаго 


гы 


правила къ этому спещальному случаю даетъ также весьма 
большое число распространенныхъ математическихъь софизмовъ. 


я—#=т—х. 


Первую часть его представимъ какъ произведеше суммы на 
разность, а во второй вынесемъ общаго множителя, получимъ 


(2) &—=2 (#—%)..... г) 
Сокращая на х — 2, получимъ: 
ПРО лезем (2) 
или 
25=4, 
т, 6, , 
лы (3) 


Абеурдь получился потому, что, дфля на 0 тождество (1), 
мы обратили его въ ур-е (2), которое удовлетворяется только 
корнемъ д = 0. Для же (2) на =, мы и получаем мельйость (3). 


Воть еще примфръ: 
Пусть 


'Гогда 


И 


Дфля на х— Е 


&+1=1. 


Но такъ какъ по положеншю т= т 


то, подставляя, получаем 8—1. 


Употреблеше расходящихся безконечныхь рядовъ даеть 
друме многочисленные образцы математических софизмовт, 
секреть которыхъ состоить въ томъ, что молчаливо принимается 
за вЪрное для везхъ рядовъ нфчто такое, что на самомъ дфлЪ 
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вфрно только для сходящагося ряда. Такъ называемый «гармо- 
ническ рядь» употребляется съ этой цфлью особенно чаето. 


ЕЕ. 


Разобьемъ этоть рядъ на группы членовъ такъ: 
1 та ет 
Ее ЕЕ а рь 
а +(3 г)+ ($ Ре т7 ==) 


т \ 
-- (5 + ... всею 8 ии, Е (= +... всего 16 член, +. 5 


- 1 
Каждая заключенная въ скобки группа членовь больше 5. 


3 

Слфдовательно, сумма и первыхь членовъ ряда возрастает 
безгранично при безграничномь возрасташи 2. Итакъ, сумма 
членовъ ряда безконечна. Рядъ есть расходящийся. Но если въ 
этомъ ряду знаки |- и — поперемфнно чередуются, то, какъ 
извфетно, рядъ 


есть сходящся и сумма его равна 1052 (логариомъь берется 
Неперовь, т. е. при осиованш е). Запомнивъ это, не трудно бу- 
деть разобраться въ таком «софизмЪ», гдз отправляются оть 
этого ряда, выражающаго 108 2 


о а - > я 


Но 1051 также == 0, значить 1092 = 0210. 
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ВыЪсто двухь послфднихь скобокъ мы могли бы написать 
знаки безконечности оо и вычесть: со — оо ==0, 

Безконечность и 0 для творца математическихь софизмовъ, 
вфдь, тоже «количества>!... 


Молчаливо допуская, что всякое дЪйствительное число имфеть 
логариомъ, и что онъ подчиняется тВмь же законамъ, что и 
логариемы обыкновенныхъ ариеметическихт, чиселъ, можно со- 


здать новый тишь софизмовъ: 
(—1=—1. 


Такъ какь логариемы равныхъ величинъ равны, 10: 
2105 (— 1) =10#1=0. 
Итакъ 108 (—1)=0. 
А также 108 (— 1) =1081. 
Значить —1=1.. 


Идея о софизмахь этого послфдняго тина была посфяна 
знаменитымъ Иваномъ Бернулли. 


Дадимъ еще и такой образець софизма: 
а 
Вели взять дробь —, то она, какъ извЪстно, возрастаетъ съ 
ий 


уменьшешемъ знаменателя. 


Поэтому, такъ какъ рядъ 5, 8, 1, —1, —8, — 0 есть рядъ 
убываюний, то рядъ вида 
ЕТ 1 
д, 1, ИТД 
и Б’З’ о: 5 


есть возрастающий рядъ. Но въ возрастающемь ряду каждый 
послфдуюний членъ больше иредыдущаго,— значить: 
пои 


3—5 > 3—1 > и. Т.Д. 
Воть попстинЪ неожиданный результать! Выходить, что мы 
«доказали» будто 
—1>-+И 
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Закончимт, настоящую главу общимъ замфчанемтъ, что здра- 
вое и правильное разсуждене, все же, не въ силахъ совершенно 
убить ни чисто формальныхъ, логическихъ, ни математическихь 
софизмовъ. Таково ужъ свойство человфческаго ума. Но что же 
изъ этого? Если существуеть, наприм®ръ, поддфльная монета, 
то это вфдь не значить, что подлинная не иметь никакой 
цЪнности. Изучеше поддфлки, наобороть, можеть научить насъ 
въ будущемь различать всякую фальшь, какъ бы тонко и хитро 
немъ ее ни преподносили. Разборъ всякаго рода фальши и логи- 
ческихъ подтасовокъ въ такомъ случаз можеть быть предме- 
томъ не только прятныхъ, но и полезныхъ развлечений. 


Задача 59-я, 


Опровергнуть софизмъ: 
Возьмемъ тождество 


4 9—8 


4 


которое можно представить въ вид 


о 


- - о 
Прибавляя къ обЪимъ частямъ но 5, Имфемъ: 
2 


8—8. 


Задача, 60-я. 


Опровергнуть софизмъ: 


Очевидно, что 
1\2 В ыы 
(.) ы ей 


Логариемируя 06$ части, получаемь 


1 1 
в >З8Ь. 


ЕЕ ВАНИЕ УЕ НЕЕ ЕЕЕНЕСЫВЕННЕ: КЕЕСИЫЕ ЗЕЕ 


1 
ДЪля 06 части на одно и то же количество 1, получаемъ: 


2>3. 


Задача 61-я. 
Дзлежь верблюдовъ, 


Старикъ арабъ, имЪвиИЙ трехъ сыновей, распоря- 
дился, чтобы они послЪ его смерти подфлили принадле- 
жащес ему стадо верблюдовъь такъ, чтобы старций взялъ 
половину всфхъ верблюдовъ, средн —треть и младший — 
девятую часть всЪхъ верблюдовъ. Старикъ умеръ и оста- 
вилъ 17 верблюдовъ. Сыновья начали дфлежъ, но ока- 
залось, что число 17 не длится ни на2, ни на 3, ни 
на 9. Въ недоумфни, какъ быть, братья обратились къ 
шейху (старшина племени). Тотъ прИВхалъ къ нимъ на 
собственномъ верблюдВ и раздфлилъ ихъ по завъщанйо. 
Какъ онъ это сдБлалъ? 


Р\»шен!е. 


Шейхь пустился на уловку. Онъ прибавиль къ стаду на 
время своего верблюда, тогда стало 18 верблюдовъ. РаздЪливъ 
это число, какъ сказано въ завзщани, шейхъ взллъ своего вер- 
блюда обратно; и получилось: 

* 1 2 

у старшаго брата 5... .. 9 ворблюд., 
р 1 , 

у средняго брата т. .... 6 > 


» 
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х 1 
у младшаго брата у. 


Всего... 17 верблюд. 


Зампчаше. Задача представляеть родъ малематическаго с0- 
О п 17 

физма. СлЪдуеть замфтить, что сумма 5 Ру Ку =, т. ©. 

не равна единиц®. Но отношене цфлыхъ чисель 9, би 2 равно 

Но ее 

отношению дробей >, зи 5. 


—— 


Положительныя и отрицательныя числа, 


Говорить объ ариеметическомъ числф, какъ о положитель- 
номъ,—до сихъ поръ еще составляетъ такое распространенное 
п общее заблуждене, что всегда полезно вносить на этоть счетъ 
соотвфтетвуюния поправки. Числа, съ которыми мы оперируемъ 
въ ариеметикЪ, нельзя назвать ни положительными, ни отрица- 
тельными. Это числа, если можно такъ выразиться, не имъюийя 
знака. Отрицательныя числа появились не позднфе положитель- 
ныхъ, какъ иные ошибочно говорятъ, смфшивая дв разныхъ 
вещи; п тф и друшя числа въ одно п то же время одинаково 
лежать въ поняти какъ отдфльной личности, такъ и народа 
вообще. На какомъ основан мы можемь утверждать, говоря 
о двухъ прямо 72ротивоположныхь вещахъ, что идея объ одной 
сдфлалась принадлежностью человфческаго ума раньше, чфмъ 
идея о другой; или же говорить, что первое яенЪе, чЪмь вто- 
рое? Выражешя «положительный» и «отрицательный» соотно- 
сительны (коррелятивны), и ни одного изь нихъ нельзя упо- 
требить, не вспомнивъ о другомъ. | 

Хорошимъ упражненшемт для развития яенаго понимашя тЬхъ 
соотношен!й, которыя существують между положительными, отри- 
цательными и ариеметическими числами, служить раземотрн! 
соотвфтетия между положительнымъ и отрицательнымь р%ше- 
немъ уравненя и ариометическимь рЪшешемъ задачи, давшей 
начало уравнению, въ связи съ вопросомъ, благодаря какимъ 
начальнымъ предположенямъ получится это’ соотвЪтетве. 
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Для нагляднаго выяснешя соотношенй, существующихь 
между положительнымь, отрицательнымь и ариеметическимь 
числомъ, быть можеть, нфть лучше прибора, чВмъ вфсы. Этоть 
приборъ прежде всего наплучше выясняеть ту прямую ироти- 
воположность, которая существуеть между положительнымь и 
отрицательным числомъ. Такъ, тяжесть, находящаяся, скажемъ 
на положительной чашкЪ вЪсовь, уравновзшиваеть то напря- 
жеше притяжен!я, которое оказываеть равная по массЪ тяжесть, 
положенная на другую чашку вЪсовь. ДвЪ тяжести на противо- 
положныхь чашкахь вЪфсовъ имфють равныя массы, равно какь 
и два числа, выражаюцщия эти тяжести, имфють одинаковое 
ариеметическое значеше. 

Несчастливое выраженше «меньше, чЪмь ничто» (пущенное 
въ обороть Штифелемъ), попытка разсматриваль отрицательныя 
числа отдфльно оть положительныхъ, «изучене» отрицательных 
чисель поздиЪе положительныхъ, а также назване «фиктив- 
ныхъ», придававшееся прежде отрицательнымъ числамъ,— все это 
кажется теперь довольно страннымъ, — ‘только теперь, послЪ того, 
какъ ясно усвоено истинное значене положительныхь и отри- 
цательныхъ чиселъ, какъ величинъ дЪйствительныхъ, хотя прямо- 
противоположныхь по значению. Тавя поясненя, какъ числа 
дебета и кредита въ бухгалтери, или же показанйя термометра 
выше и ниже нуля, также могуть до нЪкоторой степени сио- 
собствоваль полнотф пониманя о противоположности положи- 
тельныхь и отрицательныхь чисель. 

Обь иллюстращи положительныхь и отрицательныхъ чисель 
съ помощью прямой лини см. главу «Наглядное представлеше 
комплексныхь чисель». 

ЗдЪеь, пожалуй, кстати будеть привести и небольшую исто- 

рическую справку изъ Каэджори (Са). Ногу ор Шететату 
Майетайсз) объ отрицательныхь числахъ: «Отрицательныя 
числа казались «абеурдомь» или «фикщей», пока математики 
не натолкнулись на ихъ наглядное или графическое предста- 
ленте... Впрочемь, если изгналь всякое наглядное представле- 
ше посредствомъ лин, пли термометра, то отрицательныя числа 
и нынфшнему учащемуся могли бы показаться такимъ же аб- 
сурдомъ, какимь они казались прежнимь алгебраистамь». 
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Задача, 62-я. 
Два общихъ наибольшихъ дфлителя. 
Лопустимъ, что дано два количества 
м Фив м; 


и затфмь на вопросъ объ ихъ О. Н. Д. (общемъ наи- 
р 

большемъ дЪлителБ) одинъ отв$тилъ, что О.Н. Д. этих 
количествъ есть х—а, а другой, что такой дЪлитель 
есть ах. Спрашивается: кто правъ? 


Ръшен!е. 


Оба отвЪта правильны. Слфдуеть только, чтобы отвЪчающий 
правильно поняль и обсудиль вопрось, такъ какь въ налич- 
ности двухё О. Н. Д. иъть ничего страннаго. Если бы коли- 
чества были предложены въ форм 2'—@3 и 2—а*, то отвЪ- 
чаюций, естественно, сказалъь бы, что О. Н. Д. ихь есть 2—а, 
и, пожалуй, иной настаиваль бы, что существуеть только онъ 
одинъ. Но не трудно видЪть, что а—х есть тоже общий дфли- 
тель и такого же порядка, какь и 2—а. 

Быть можеть, —замфтимь здЪфеь кстати, —слЪдовало бы при 
ивучени элементарной алгебры обращать почаще внимане на 
то, что веяюЙ рядъ алгебраическихь выражешй можеть им\Ъть 
два общих наибольшить дълителя, равныхъ по величинЪ, но 
противоположныхь по знаку. 

'Такъ какъ слово «наибольшИй» обозначаеть превосходную 
степень, то математику въ данномь случаЪ приходится изви- 
нятьея предъ филологомъ за прегрфшеше противъь синтаксиса 
языка. 

Вь самомъ дДЪлЪ, какой солецизмь.. Два наибольшихь... 

Примъчане. Все сказанное объ О. Н. Д. можно, очевидно, 
съ такимь же основашемь отнести и къ общему наименьшему 
кратному. Такъ что съ алгебраической точки зрЬшя совершенно 
естественно говорить о 06928 0. Н. К. 


Наглядное изображен!е комплеконыхь чиселъ, 


Возьмемь отрЪзокъ прямой ОД длиной въ одну единицу, 
направленный вправо оть О (фиг. 86) и примемъь его за + Е 
тогда —1 изображается отрЪзкомъ ОГ той же прямой, равным 
ОВ, но направленным влфво оть О. Вообще говоря, -- а изо- 
бразится лишей въ а единицъ длины, но направленной вираво 
оть 0, и—а лишей же въ а единиць длины, но направлен- 
ной влЪво оть О. Таково простфйшее и наиболфе извфетное 
приложеше прямой линш, которое о 
даеть намъ геометрическое изобра- 
жеше такъ называемыхъ дьйстви- 
тельных (положительныхьъ и отри- 
цательныхъ) чиселъ. Подобное при- 
ложеше прямой для геометриче- 
скаго изображеня чисель разнаго 
знака было, какъ оказывается, из- 
вфетно еще древнимъ индусамъ, 
но намь неизвЪстны случаи подоб- 
наго примзнешя въ Европ до 
1629, когда вь сочинени «Шуепйоп МХопуеПе сп РА] )те» 
даль его Альберь Жираръ. 

Представимъ теперь себЪ, что направленная въ положитель- 
ную сторону лишя ОЁВ въ единицу длины вращается около 0, 
какъ центра, въ направленш, примятомъ за положительное 
(противоположно движению часовой стрфлки) и изъ положеня 
ОВ (-\ 1) приходить въ положеше ОТ (—1), описав при этом 


1. о К 


р 
Фиг, 86. 
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два прямыть угла. Такимъ образомт, круговому вращенно поло- 
жительной единицы длины О на два прямыхъ угла, когда 
она принимаеть прямо-противоположное направлен!е 0.1, соотвфт- 
ствуеть измнене при единиц знака: оть-- 1 мы переходим 
нь —1. Но тоть же результать получится, если мы положи- 
тельную единицу умножимъ дважды на множитель —- | т 
(какь иввЪстно, У —1.И—1=— 1. Итакь, круговому пере- 
мЪщеню прямой на каждый прямой уголь соотв®тетвуеть въ 
данномь случаз множитель У — 1. СлЪдовательно, когда лин{я 
ОЕ приметь направлеше ОС (ввержь и перпендикулярно къ 
0Ё), то она изобразитея чиеломь -- И! Подобным же 
образомь, продолжая вращене прямой въ томъ же направлен, 
мы видимь, что изъ положешя 01, (—1), она черезь положе- 
не ОР приходить опять въ положеше ОП (- 1), описавъ еще 
два прямыхъ угла. Аналитически то же получится. если мы 
— 1 дважды умножимь на — | -- 1; такь что множитель 
— У ЕТ соотвЪфтетвуеть вращению 0/1 на прямой уголь къ 
положеню 01), и эту послфднюю линйо (периендикулярь къ 
ОТ, направленный вниз), мы и должны обозначить чиеломь 
— И—=1, 

Итакъ, если разстоянйя, отсчитываемыл вправо, мы будемь 
брать съ знакомъ --, то разстояня влфво должны быть со зна- 
комъ —, количество же 2 / —Т обозначаеть линйо въ 6 еди- 
ниць длины, направленную вверзз, а количество —ВУ—Т 
обозначаеть линйо въ ф единиць длины и направленную вниз. 

Количества, въ которыя входить множителемь И — Т, но- 
слть назваше мнимые, а только что указанное геометрическое 
изображеше мнимыхь величинъь было впервые предложено Кю- 
номъ въ Актахъ С.-Петербургекой Академ Наукъ за 1750 г. 


Для графическаго изображеня комплекснаю числа, т. ©. 
числа вида а-- 0 У—-1, оть точки О (фиг. 87) откладываемь 
въ положительномъ направленши лин ОА, равную а единицаму, 
длины; изь А возставляемь периендикулярь АВ, равный 0 
единицамъ длины и въ направлеши, указываемомь множителемь 


м 
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И— 1; наконецщь, проводимь прямую ОВ. Эта послфдняя линйя 
по величин% и направлению и есть геометрическое изображене 
комплекснаго количества а--0 И — 1. Длина ОВ, равная а"--6?, 
носить назване модуля взятаго нами комплекснаго числа, 
В 


[9 ; А 
Фиг. 87. 


Только что указанное геометрическое изображенше ком- 
плексныхъ количествъь было впервые предложено Жаномъ Ро- 
бертомъь Арганомъ (Агбат@) изъ Женевы въ 1806 году. Онъ 
же первый въ 1814 г. употребилъ и термин «модуль» въ ука- 
занномь выше смысл. 

Работы Кюна, Аргана и въ особенности датскаго ученаго 
Весселя (въ 1797 г. Академя Наукъ въ Коненгаген%), расиро- 
странившаго представлене комплексныхь количествь на гео- 
метро въ пространств, представляють тф подготовятельныя 
ступени, основываясь на которыхь въ настоящее время выросъ 
новый важный методъ: «теойя векторовъ» (вектортальный ана- 
лизъ). Во всей полнот} и широт вопроеъ этоть впервые охва- 
ченъ и обработанъ проф. Вильямомъ Гамильтономь въ 1852 и 
1866 годахъ подъ именем < Иватерноновз». 

ВмЪето символа | — 1 обыкновенно употребляется буква &. 
Обозначеше это впервые было предложено Эйлеромъ. Популя- 
ризацио же среди математиковь какъ этого символа, такъ и 

ВЪ ЦАРСТВ® СМЕКАЛКИ, и 
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работь Вюна и Аргана слфдуеть приписать «первому изъ ма- 
тематиковь» В. Ф. Гауссу. 

(Столь противоположныя по смыслу названя, какъ «дЪйстви- 
тельный» и «мнимый», были виервые употреблены Декартомъ 
при изелЪдовани корней уравненй. Съ тьхъ поръ это слово 
мнимые такъ и удержалось въ, математическомь язык, несмотря 
на все его несоотвЪтете, какъ видимъ, съ дЪйствительнымъ 
характеромь количествь вида а И —1Т и несмотря на попытки 
ввести другое бол№е соотвЪтетвующее наименоване. Здфсь, быть 
можеть, кстати будеть указать на тоть огромный авторитетъ, 
которымъ пользовалея Декарть въ математическомь мрЪ даже 
въ обозначешяхь и выработкЪ алгебраическаго языка. Первыя 
буквы азбуки для обозначеня извфетныхь величинь и иослфд- 
шя—для обовначеня неизвфстныхъ, нынфшнее употреблене по- 
казателей степени, точка—для обозначешя умноженя—все это 
получило начало или окончательно утвердилось авторитетом 
Декарта. 


Истор!я науки и въ данномъ случаф подверждаеть правило, 
что каждое новое обобщение вопроса заключаеть въ себЪ, кактъ 
частные случаи, все то, что прежде было пзвЪфетно объ этомь 
предметь. Общая форма комплекснаго количества 


ам 


заключаеть въ себЪ, какт, частные случай, и «дЪйствительныя», 
п <мнимыя» количества. При 6 — (0 комплексь а | 9 даеть дЪй- 
ствительную величину, при 4—0 получаетея мнимая. Общая 
форма комплекснаго числа есть сумма дЪйствительнаго и мнимаго. 

Въ 1799 году Гауесь обнародоваль первое изъ своихъ 8-хъ 
доказательствь, что всякое алгебраическое уравнеше имфеть 
корень вида а! 6%. 

Уравненя первой степени (линейныя) дают» намъ возмож- 
ность разсматривать только дЪйствительныя количества противо- 
полояниыхь знаковь: 2 Ра-0 и — а=0 удовлетворяются 
соотвТугетвенно значетями — а и 4. Неполное квадратное 
ур-!е вида 27° -- а’ — 0 и 4* — 4* — 0 уже вводить въ раземотр?- 


+ —— 


—ы——ы——ы——-ыы—.ы—_ 


не и чисто мнимыя количества, такь какъ корни этихъ урав- 
ненй суть ‘аи а. Наконець, полное квадратное уравненте 


аа бе е=0 


даеть для корней уравнешя пару сопряженных» комплекеныхь 
корней (т. е. два количества вида: а, би а, — 6,2) при усло- 
вш, что 6 не равно нулю, п что выражено 0” — 4ас отрица- 
тельно. Посльднее выражеше, составленное изъ коэффищентовь 
даннаго уравнешя (6“ — 496), носить спещальное назван! 
дискримииаита ур-я. 

Какт видимь, знакомство съ мнимыми и комплекеными ко- 
личествами лвляется непосрёдственнымъ результатомъ простого 
алгебраическаго` анализа. Но полное понимаше и надлежащая 
оцфика этихь количествъ были невозможны до тЪхъ поръ, пока ие 
‘дфлалось возможнымь наглядное и, такъ сказать, ощутимое 
изучене ихъ. История вопроса постоянно показываеть намъ, что 
въ изучене алгебры вводилось постепенно графическое изображе- 
не положительныхь, отрицательныхъ, мнимыхь и комплекеныхъ 
чиселъ. 

Подобно тому, какъ раньше съ помощью вфсовъ было вы- 
яенено поняте о положительномь и отрицательномъ количе- 
ствЪ, можно найти также много практических примфровъ, уясня- 
ющих. комплекеное п мнимое число. Такъ, напр., возьмемъ игру въ 
ножной мячь (футболъ). Юели силы ударовъ, толкающихъ мячь 
но направленно ОЁ (см. фиг. 86), обозначить положительными, 
дЪйствительными числами, то силы, двигаюния мачь въ прямо- 
противоположномь направленш, выразятся отрицательными чи- 
селами. При этомъ силы, заставляющия мячь двигаться въ на- 
правлени ОЙ или ОЛ, изобразятея мнимымь чиеломь, а всл- 
кая сила, двигающая мячъь вь любую иную сторону площади 
игры, изобразитея комилекеснымь числомъ. 


сев? 
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Правило знаковъ при алгебраическомъ умноженш, 


Геометрическое объясненге. 


Разстояне направо и вверхь оть О (фиг. 88) условимея 
брать со знакомъ --, а разстояне налфво и внизъ условимся 


брать со знакомъ —. Выполнимъ прилагаемый здЪфсь чертежу 
(фиг. 88) и разсмотримъ полученные прямоугольники. 


Фиг. 88. 


Прямоугольникъь ОЙ имфеть а-6 единиць площади. Примем, 
что это произведене имфеть знакъ -|. 

Предположимъ теперь, что 5А, оставаясь параллельной самой 
себЪ, передвинется влЪфво и, перейдя черезь положеше ОТ, 
передвинется еще лЪв\фе на а единиць и приметь положене 5'В'. 
Основан!е прямоугольника при этомъ будеть все уменьшаться, 
обратится въ нуль и, перейдя черезь это значене, станеть 
отрицалельнымъ. Точно также сдфлается отрицательнымь и 


=—«———— 


——ы—__— 
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прямоугольникъ, Значить произведене а на 0 станеть 
отрицательнымь, оно — — аб. 

Предположимь далфе, что ТА’ передвигается внизъ, оста- 
ваясь параллельной самой себЪ, и опустится на 6 единиць ниже 
лини 55". Прямоугольникъ, раньше отрицательный (со вна- 
комь —), перейдеть значеше черезь 0 и станеть теперь поло- 
жительнымь. Итакъ, произведене — а на — 2 даеть - а6. 

Путемъ подобнаго же разсуждешя не трудно видЪть, что 
(а) (-9=—46. 


На основании опредфленя умножения. 


Умножене есть дЪйстве, при которомь изъ одном изь 
двухъ данныхь чисель (множимое) мы получаемь новое число 
(произведеше) такъ, какъ другое число (множитель) получается 
изъ единицы, принятой за основную. 

Предположимь, что даны 2 множителя: +4 п --3. При- 
нимая за основную единицу --1, мы видимъ, что множитель 
составлен, повторешемъ три раза этой основной единицы: 
(ВОЕСНО-С = 8. По опредЪленю умноженйя, то же 
самое надо произвести и съ множимымъ: (-- 4) (--4)- (-- 4) = 
—- 12, т. е. произведене получится положительное. Разсу- 
ждая совершенно подобнымъ же образомъ, найдемъ, что произ- 
ведеше —4 на - 3 = (—4)-+ (--4) + (—4)=— 12. 

Возьмемь теперь множители —-4 и —3. Множитель — 8 
получается опять-таки троекратнымь сложешемь основной еди- 
НИЦЫ, НО 8 изльненныме знаком». Поэтому, чтобы получить 
произведеше -4 на — 3, мы должны также взять множимое 
-- 4 съ измъненныме знакомз и сложить его 3 раза. Получится 
(—9+<9-+С-9=— 15. 

"Точно также при умножении — 4 на —3, мы во множи- 
момъ должны перемфнить знакъ на обратный и сложить его 
3 раза, т.е. (—4) Х (—3) = )-Е (4-4 =- 12. 

Такимь обраломь для всЪхь четырехъ случаевъ мы геоме- 
трически и. аналитически вывели то извЪстное правило знаковъ, 
которое часто для краткости выражають тагъь: «одинаковые 
знаки дають --, а разные —>. 
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Обобщене правила знаковъ. 


Выводя предыдущее правило знаковь при умноженш, мы 
приняли за основную единицу -- 1. Посмотримь, что произой- 
деть, если за основную единицу примемь — 1. Исходя изь 
опредзленйя умноженя и разсуждая совершенно такъ же, какъ 
въ, предыдущей главЪ, найдемь, что въ этом случаЪ получается: 


(-- 4) х (--3)=—12 
({-9х(+3=- 12 
(4) х (—3)=-+ 12 
(= ЖС-Э==19. 

Разсматривая этиш четыре случая, мы видимь, что при 
основной единицВ — 1 правило знаковъ будеть уже не то, что 
при основной единиц --1, а именно: въ этомь случаз при 
одинаковых знакахь множителей получается —, а при раз- 
ныхь знакахъ множителей получается -—. 

То же самое мы могли бы получить и геометрически, но 
только тогда на фиг. 88-ой прямоугольникъ (+ а) х (-- 6) надо 
принять отрицательнымь, т. е. равным, — а. 

Но примемь ли мы за основную единицу РТ, или — 1, 
оба правила знаковъ, выведенныя выше, можно объединить въ 
въ одно слфдующее: Если два множителя имтлотз одинаковые 
знаки, то знакз ить произведевя одипаковх со знакоме основ- 
ной единицы; если эке оба множителя имльють разные знаки, 
то знакз ито произведеня противоположень знаку основной 
единицы. Или, выражаясь кратко, одинаковые знаки дають 
знакъ одинаковый (съ основной единицей), а разные—ипротиво- 
положный (основной единиц). 

Если принять за основную еще какую либо иную единицу, 
то получимь и друме законы для знаковь — другую алгебру, 
иначе говоря ‚ 
Умноженге, накъ пропорщя. 

По опредъленю умножешя, произведен находится ву» та- 
комь же отношенш къ множимому, въ какомъь множитель на- 
ходится ку, основной единиц. Это равенство отношешй можно 
представить пропорщей: 


—_—_—_—_—_—_—_А 


произведене : множимое — множитель : основная единица. 


Или: 


Постепенное обобщене умножения. 


Сь тЬхъ поръ, какъь Лука Пачюли (вь ХУ и вь начал 
ХУ[ стольмя) находиль, что необходимо (хотя и трудно) 
объяснять, почему это при перемножеши правильныхь дробей 
(въ ариометик) получается произведене меньшее, чЪмь мио- 
жимое, и до нашихъ дней съ современнымъ употреблешемь 
термина «умножене» въ высшей математик, какъ видимъ, 
произошла большая перемфна. Такъ что этоть математический 
терминъ «умножене» можеть служить однимь изь лучиихь 
примфровъ обобщешя и употребленя слова совсфмъ уже не въ 
Томь этимологическомь смысл, который оно имфло вначалЪ. 


Геометрическ!е софизмы, 


Задача, 63-я. 
Иснусная починка. 


На лнЪ леревяннаго судна во время плаван!я слу- 
чилась прямоугольная пробоина въ 13 дюймовъ длины 
и 5 дюймовъ ширины, т. е. площадь пробоины оказа- 
лась равной 13 Х $ = 65 квадратнымъ дюймамъ. У су- 
дового же плотника для починки нашлась только одна 
квадратная доска со стороной квадрата въ 8 дюймовъ. 
т. е. вся площадь квадрата равнялась 8 Х 8 = 64 квадр. 
дюймамъ (фиг. 89). Плотникъ ухитрился, однако, раз- 
р»зать квадратъ на части и сложить эти части такъ, 
что получился какъ разъ прямоугольникъ, соотвфт- 
ствующй пробоинф, которую онъ и задЪлалъ. Вышло 
такимъ образомъ, что плотникъ владфль секретомъ 
квадрать въ 64 квадратныхъ единицъ мЪ5ры обращать 
въ прямоугольникъ съ площадью въ 65 такихъ же 
квадратныхъ единицъ. Какъ это могло случиться? 


й 


РЪъшен!е. 
Квадрать площадью въ 64 квадратныхь дюйма разружемь 
па четыре части А, В, Си /) такь, какъ это указано сплош- 
ными линями на фиг. 89, Т. е. сначала разрЪжемь квадрать 


Фиг, 


90, 


Фиг. 89. 
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на два прямоугольника съ одинаковыми основашями, равными 
сторон квадрата, но высота одного прямоугольника 3, а дру- 
гого 5 дюйм. ЗатВмь меньший прямоугольникь раздфлимъ на 
два равныхь треугольника А и В диагональю, а больший 
на двЪ равныя транеци, Си 1). Сложимь велфдь за этимъ 
полученныя части такъ, какъ это указано на фиг. 90, и мы 
получимь прямоугольникъ со сторонами въ 13 и 5 дюймовъ и 
съ площадью въ 65 квадратныхъ дюймовы 


Выходить такимь образомь, что мы какь бы и въ самомь 
ДЪлЪ геометрически показали, что 64—65. Но допущенный 
въ нашихь разсуждешяхь и построешяхь софизмъ легко по- 
ясняется фиг. 91-й. Сложивъ полученныя части квадрата, какь 
указано рисунками, мы получаемъ, что ЕН и НС, каждая 
вь отдЪфльности, прямыя линш, но онЪ не составляють про- 
должешя одна другой, т. е. одной прямой, а дають ломаную 
линию. Точно также и лишя ЕС есть тоже ломаная лиш; 
и это легко доказать. Въ самомъ дЪл\: 

Пусть Х обозначаеть точку, гдз прямая © ветрЪчается съ 
прямой (1.7. Посмотримь теперь, совпадаеть ли Х сь (или н®ть? 
Изь подобныхь треугольниковь ИНК и ЕХ. им\емь 


ХЛ: НК= Е: ЕК 
Или 
3—3: 8 


т. е. ХУ=- 


вь то время кажь @/= д. 

Площадь полученнаго прамоугольника дЪйствительно равна 
05 кв. дюйм., по въ ней есть ромбоидальная щель ВИН, 
площадь которой равна какъ разъ 1 квадр. дюйму. 

Такимь образомъ хитрому плотнику, все равно, пришлось 
замазывать при починк% небольшую щель. Иллюзя же сплош- 
ного прямоугольника получается велЪдетве весьма незначитель- 
ной разницы наклонешя д!агонали прямоугольника со сторонами 


| 
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13 ид кь большей сторон® и наклоненшя къ большей сторонЪ 
дагонали прямоугольника со сторонами Зи 8. Въ самомъ дфлЪ, 


и 8 


наклонентя выражаются соотвественно числами 13 И 8 разность 
э 


которыхь есть: 
3 1 


5 
88 10%. 
ЗамЪтимь кстати, что встрЪчаемыя здфеь числа 8, 5, 8, 13 
принадлежать к ряду 


а 


въ которомъ каждый членъ получается сложенемъ двухъ непо- 
средетвенно предыдущихъ членовъ. Этоть весьма зам чательный 
рядъ быль впервые указанъ въ ХШ вфкЪ математикомь Лео- 
нардомъ Фибоначчи изъ Пизы. 

Воспользуемся даннымъ геометрическимь парадоксомь также 
и для того общаго замфчашя, что при разрфзывани и перело- 
жеши {фигуръ (см. также 1-ю книгу «Въ царств$ смекалки» 
стр. 108—115) не слфдуеть довЪрять исключительно глазу, но 
необходимо подкрфилять своп дЪйетыя и математическими дока- 
зательствами. 


Задача 64-я. 
Обобщене того же софизма. 


На прилагаемой здЪсь фиг. 92-й показано, какъ т же четыре 
фигуры (два равныхъ треугольника и двф равныхь трапеции), 
что и въ предыдущей задач Ъ, сложить 3-мя различными способами 
и получить фиг. А, Ви С. 

Еели теперь обозначимь 2=5 и у=3, то будемь имЪть 
для площадей полученныхь фигурь: 4-=08, В=64, (=65, 
т.е. С В=1ти В А=1. 

Словомъ, теперь уже выходить, что будто бы одни и 7% же 
извЪетной {юрмы куски, скажемъ, бумаги дають три площади 
различной величины, въ зависимости оть одного только перело- 
жен!я! 


Фиг. А и С кажутся намъ сплошными, опять таки, только 
велфдстие зрительной иллюзш. 


Попытаемся теперь найти тв рацюнальныя значешя 2 и У, 
которыя разницу между Аи В, или между Ви С’ дфлають рав- 
ной 1. Иначе говоря, надо р%шить ур-1е 


2 — лу — 9 


Искомыя рфшеня, какъ оказывается, заключаются въ упо- 
Г ’ ) * 
мянутомъь въ предыдущей глав® рядЪ Фибоначчи 


0.1. 19.3. 08, №. 51.8656... 


если для у и х соотвЪтственно брать въ этомъ ряду два посл$- 
довательныхъ члена. 

Значешя у=3, 2==0 суть тф, которыя обыкновенно даются, 
какъ и въ настоящемъ случаф. Для нихъ мы и имфемь, какъ 
указано выше, АВС. 

и 4—8, т 


Еели взять слфдующую пару р®шенй у =5 
получится 4>В—>0, ибо вь этомЪ случа А ==1710, В == 169, 
(— 108. 


Рядъ Фибоначчи. 


Какъ видимъ изъ двухъ предшествующихь задачъ, рядь Фи- 
боначчи 


Фиг. 92. 


Изслфдуемь полученныя три фигуры алгебраически: 0, 1,1, 2, 3, 5, В, 13, 21, 84, 50, 89,....., 


д каждый послфдующий членъ получается путем ‚ложеня двух 
непосредственно предыдущихъ, играеть значительную роль въ 
изслфдовани геометрических, софизмовъ разематриваемаго рода. 
Укажемт, още на нЪ®которыя свойства, этого зам чательнаго ряда. 


площадь А — 22у-- 29 -- у(Зу — 2) == ху Зу?, 
> В= (ен = я-а у; 
> С (2а-- у) = 2-Е у; 
С—=В=—зу—у 


> В —А=4 — зу— у’. 


172 $79 
Итакъ, всЪ эти три фигуры будуть равны, если 
1 — ху— у =0, т. е., иначе говоря, если 
$ _ 1-РИ5 
оВре 
Слфдовательно, взятыя нами 83 фигуры не момута быть 
равны, если @ и у выражены оба въ ращюнальныхь числахъ. 
| в 
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Прежде всего обратимь внимане на то, что квадрать ка- 
ждаго члена этого ряда, уменьшенный на произведене двухъ ря- 
дом'ь о-бокъь (справа и сл$ва) столщихъ возлф него членовъ даеть 
поперемВнно то Е 1, то — 1, т. 6. 


2°—1.3 =-Н 1, 
8—2. 6=—1, 
5—3. =, 


8—=— 1. 


пб, -ы 
—13.34= —1, 
*— 84.80 =-—1, 


мы видимъ, что парадоксы, приведенные нами выше, можно разно- 
образить сколько угодно. Такъ, вмЪсто квадрата на стр. 169 въ 8 
единиць длины можно брать квадраты со сторонами 21, 55 ит. д. 
единицъ длины и получать изъ нихь парадоксальныя фигуры 
съ еще большимь на первый взглядь приближенемъ. 
Точно также, если взять въ ряду Фибоначчи таке члены, что 
13"*— 8.21—=-|-1, 
34 —21.55 =, 
то молнию брать квадраты со сторонами въ 13, ЗЕ и т. д. еди- 
ниць длины. Но здфеь для достижешя требуемой иллюзш лучше 
взять сначала прямоугольникъ (напр., со сторонами Зи 21), а 
затъмь разрЪзать его такъ. чтобы скрываемая нами щель полу- 
чалась внутри квадрата (13х13). 


Замфтимь также, что если взять простьйшую непрерывную 
дробь 


175 


и начать вычислять ея послФдовательныя 200дходяция, то опять 
получимь рядъ Фибоначчи. 

Итакь разрфзываше п переложеше фигуръ, подобныя ука- 
заннымь выше, можно разсматриваль, как, геометрическое пред- 
ставлеше величины приближеня, даваемаго этой непрерывной 
пробью. 

Задача 65-я. 


Похоже, но не то. 


Софивыь, похояйй съ виду на данный раньше (задача 63), 
получится, если построить прямоугольник со сторонами въ 18 
и 11 единиць длины (фиг. 93), разсЪчь его дтагональю п сдви- 


же 


т 
ТЯ] 
и 
е -, 
, 
, 


-=-: 
. 


' 
т-- 


. 


Фиг. 93. 


нуть затВмь полученные треугольники по ихь общей гипоте- 
нузЪ въ положен, указанное на фиг. 94-ой. Эта послдняя 
фигура по виду состоить изъ квадрата ГВХБ со сторонами 
въ 12 единиць длины, т. е. площадью въ 12° ==144 квадр. 
единиць. Кром того къ этой площади надо прибавить площади 
треугольничковь РО и ЭТИ, каждая величиной вь 0,5 квадр. 
единиць. Слфдовательно, площадь всей фиг. 94 равна 145 квадр. 
одиницамъ. Но какъ же это получилось, если площадь прямоуголь- 
ника на фиг. 93 равна только 13 11 == 148 квадр. единицам? 
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РаземотрЪне фигуръ, особенно если обратимъ внимане на 
то, какъ дтагональ на фиг. 93-ой пересЪкаеть лини, докажеть 
намъ, что УЁХУ не есть квадрать. ИЯ равна 12 единицамъ 
длины, но 5Х < 12; ГХ (меньшая сторона на фиг. 94) равна 
11 един., но 57 < 1 (ем. 57 на фиг. 94). Сь другой стороны, 
разбирая то же аналитически, имфемъ: 

у Г 


Фиг. 94: 


57: УР=5О: ТО 


или 
5Т': 11 =1: 13, 
т, е. 
с И 
И. 
> 18 
Значить, прямоугольникъ, 
и 2 
ВХ 9—1 Х = м9 
ГВХ5 = 1 1 т8 14 55 
а о ПИ 
: 2 13 26’ 


Слфдовательно: 
Фигура 94-я = прямоугольнику {2 треугольника 
у 


2 
— 142 — —=143. 
м 81 13 


т. 


Если бы мы треугольники по той же длагонали сдвинули 
(до первой перекрестной лини) съ мфста въ направлеши, иро- 
тивоположномъ тому, какое указано фиг. 94, то получили бы съ 
виду прямоугольникь 14 Х 10 и два треугольника съ площадью 


1 = 
В р: каждый, т. е. выходило оы, что полученная фигура имфеть 


будто бы площадь 141 квадр. един., т. е. меньшую, чфмъ 
площадь прямоугольника, изображеннаго фиг. 93. Разобрать и 
показать ошибочность этого заключешя такъ же легко, какь и 
въ только что раземотрфнномъ случаф. 


Задача 66-я. 
Еще парадоксъ. 


9 
Фиг. 9ба. Фиг. 950. 


Воть еще одниь «фокуеь», который можно сдфлать съ ква- 
дратомъ. 

Возьмемь квадрать со стороной въ 8 единиць длины и, 
слфдовательно, съ площадью въ 64 квадр. един. Разрьжемь 
его, кахь указано на фиг. 95а, и переложимь части такь, как 
указано на {пг. 956. Получается, повидимому, прямоугольникь 
сь площадью 7 9- 63, и это ничего ‘пе отбрасывая от 
площади квадрата, равной 64 квадр. единицам. 


00>®) №-3=К 


В ЦАРСТВ СМЕКАЛКИ, | 


—=———. = > нике. оный - соолитоеы 


Три знаменитыхъ задачи древности, 


Эти задачи слфдующия: 

т. — Трисекщя угла или дуги. 

2. — Удвоеше куба. 

3. — Квадратура круга. 

Трисекщя угла, или раздфлеше (съ помощью только цир- 
куля и линейки) угла или дуги окружности на три равныя 
части есть несомнЪнно весьма древняя задача, хотя съ ней не 
связано никакихь вымысловь или любопытныхь предашй, на 
что древые и средневЪковые писатели были таке охотники 
и мастера. Задачу о квадратур круга, т. е. о построен!и ква- 
драта, равновеликаго площади даннаго круга, говорять, пыталея 
р%шить впервые греческмй философь Анаксагоръ (въ У в. до 
р. Х.). Задача объ удвоеши куба носить иначе назване «Де- 
йской задачи», такъ какъ съ ней связана легенда о томъ, 
что древше совфтовались будто бы относительно рушешя ея 
съ прославленнымь Платоном. 

Преданте, передаваемое н®иимт, Филопономъ, говорить, что 
вь 430 году до Р. Х. вь Аоинахь разразилась моровая язва, 
Аоийняпе послали къ оракулу на островв ДелосЪ вопросить, 
как, остановить это б$детйе. Аполлонь отвфФтилъ, будто бы, 
что они должны удвоить величину его жертвенника, который 
имль форму куба. НевЪжественнымь просителямь, дЪло каза- 
лось очень легкимь, и новый алтарь быль воздвигнуть, — или 
такъ, что каждая его сторона была вдвое больше стороны преж- 
пяго куба (г. е. объемь прежняго куба увеличили въ 8 разь), 
или же еще проще, —помфстивъ на старый алтарь еще повый 
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такой же величины. Эпидемя, однако, не прекращалаеь, и къ 
оракулу было снаряжено новое посольство, которое и узнало, 
что предиисане Аполлона не было выполнено. Требовалось, 
чтобы новый алтарь имЪль также форму куба и имЪфль 70вно 
вдвое больиий обземь, чЪыь старый жертвенникъ. ПодоврЪвая 
тайну, Аеиняне обратились за разгадкой ся къ Платону, кото- 
рый отослаль ихь къ геометрамь и въ частности—къ Евклиду, 
который, будто бы, спещально занималея этой задачей, Несмотря 
на всю заманчивость и ифкоторое правдоподобю этой истори 
(оракулы любили говорить загадками), приходитея цфликомь 
отбросить ее, хотя бы потому, что Плалонъ до 429 г. до Р. Х, 
еще и не родилея, а знаменитый Евклидъ появляется не менфе 
вЪка спустя. 

Во всякомъ случаЪ мы имфемъ несомнЪнныя свидЪтельства, 
что древне весьма упорно и настойчиво работали надъ р$ше- 
шемъ указанныхь выше 3-хъ задачъ. Гшиий элидськйй нашелу 
даже спещальную кривую «квадратриксу», рфшающую вопросъ 
о трисекщи угла, которой можно пользоваться п для р%№ше- 
н!я вопроса о квадратурЪ круга. Найдены были и мномя дру- 
мя кривыя, ршаюцщия задачу о трисекщи угла и квадратур» 
круга. Эратосеенъь и Никомедь изобрфли даже механические 
приборы для черчен!я такихъ кривыхъ. Но... ии одна изъ этихь 
кривыхь не можеть быть построена только съ помощью чир- 
куля и линейки, а это какъ разь и было злавнымз требова- 
шем» при рзшени задачи. 

Древность такь и завфщала рфшене веЪхъ этихъ трехъ за- 
дачь нашимъ временамъ. НынЪфин!е матемалики, вооруженные 
болЪе могущественными методами изслфдованя, доказали, что 
веф три задачи невозможно рЪшить построешемь съ помощью 
только циркуля и линейки, как, эти приборы употребляются 
и понимаются въ элементарной теометри (см. по этому ио- 
воду слфдующую главу). Подобное разрфшене вопроса даже 
амые сильные математическе умы древности могли только по- 
дозрФвать, такъ какъ доказать невозможность рВшешя при 10- 
гдашнихь средствахъ математики они не могли. Но, доказавъ 
невозможность рёшешя этихьъ задачь съ помощью иолько цир- 


куля и линейки, математики нашихъ времень дали новые спо- 
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собы и проложили новые пути къ рЪшенйю этихъ задачь, если 
отбросить ограничеше о циркул$ и линейкЪ. Быль также изо- 
брЪленъ и примфненъ методь приближен, который п риа 
задачу, если можно здфсь примЪнить это слово. 

Что касается въ частности числа с (выражающаго отно- 
шеше окружности къ дтаметру), то только въ 1832 году Лин- 
деманну удалось окончательно установить сго трансценден- 
тальный характеръ, т. е., что это чиело не можеть быть кор- 
немь алгебраическаго уравненя. Замфтимь здЪеь кстати, что 
это знакомое каждому ученику старшихь классовъ число я 
играегь большую роль въ областяхь математики, довольно уда- 
ленныхъ оть такъ называемой «элементарной геометр!и», напр., 
п довольно часто встрфчаетея въ формулахь теорш вЪфроят- 
ностей. 

Приближенное значене для т (=3,1 415 926 .. .) было 
между прочимь вычиелено съ 707 досятичными знаками матема- 
тикомь В. Шенксомь. Этоть результать вмфетЪ съ формулой 
вычислешй онъ обнародоваль вь 1873 г. Ни одна еще задача 
подобнаго рода не рЪшалась съ такимь огромнымь приближе- 
нтемь и сь точностью, далеко превышающей отношеше микро- 
скопическихь разетоянй къ телескопическимъ. 

Шенкеь вычисляль. Слфдовательно, онъ стояль въ противо- 
рЬчи съ требовашями задачи о квадратур® круга, гд\ требуется 
найти юшене построешемъ. Работа Шенкса, въ сущности 
безполезна, или — почти безполезна. Но, съ другой стороны, 
она можеть служить довольно убфдительнымь доказательством 
противнаго для того, кто, не убфдившись доказательствами 
Линдеманна и др. или не зная о нихь, до сихь поръ еще на- 
лфется, что можно найти точное отношеше окружности къ 
даметру. 

Квадратура круга была въ прежшя времена самой заман- 
чивой и соблазнительной задачей. Арзя ‹квадратурщиковь» 
неустанно пополнялась каждымь новымь поколфшемь матема- 
тиковъ. Веф усишя были тщетиы, но число ихь пе уменьша- 
лось. Въ ифкоторыхь умахь доказательство, что рьшене не 
можеть быть найдено, зажигало еще большее рвене къ изы- 
скашямь. Что эта задача еще до сихь порь не потеряла своего 
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интереса, лучшимъ доказательствомъ служить появлен!е до сихъ 
поръ попытокъ ее рышить. 

Итакъ, всЪ старашя рышить три знаменитыя задачи при 
извфетныхь ограничивающихь усломяхъ (циркуль и линейка) 
привели только къ доказательству, что подобное р5шеше невоз- 
можно. Иной, пожалуй, по этому поводу скажеть, что, слфдо- 
вательно, работа сотешь умовъ, пытавшихся въ течене столу 
рФшить задачу, свелась, слфдовательно, ни къ чему... Но это 
будеть невфрно. При иопыткахь рЁишить эти задачи было сдф- 
лано огромное число открыт, имфющихь гораздо болышй ин- 
тересь и значене, чфмъ сами поставленныя задачи. Попытка 
Колумба открыть новый путь въ Индию, плывя вее на западъ, 
окончилась, какъ извЪетно, неудачей. И теперь мы знаем, что 
акъ необходимо и должно было случиться. Но гешальная по- 
пытка великаго человфка иривела въ «попутному» открыто 
цфлой новой части свЪта, предъь богалствомь и умственным 
развилтемь котораго блфднЪють нынче веф сокровища Инди. 


Задача, 67-я. 
Линейка и циркуль. Трисекщя угла, 


Для построейй въ элементарной теоретической геометрии 
допускаются только два прибора: циркуль и линейка. Говорятъ, 
что такое ограничене вспомогательныхь приборов сдЪлано 
знаменитымь греческимь философомь Платономъ. 

При этомь само собой подразумфвается, что циркуль, о ко- 
торомъ идеть рЪчь, имфеть неограниченное растворенте. Если бы 
циркуль не обладаль какимь угодно нужнымъ намь растворе- 
нем, то его нельзя было бы примЪнять для выполнешя тре- 
буемаго Евклидомт, съ первыхь же шаговъ, построешя окруж- 
ности изъ произвольнаго центра и какою угодно радуса (3-й 
постулать Евклида). Точно также подразумЪвается, что теоме- 
трическая линейка неограничена по длин (2-й постулат). 

Вмфств съ тёмь необходимо подразумЪвается, что геоме- 
трическая линейка ме имюета дьлеший. Если бы на ея ребрЪ 
было хотя всего два зиака, и если бы позволено было ими поль- 
зоваться и вдобавокь передвигать линейку, ириноровляясь къ 
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фигурЪ, то задача о раздфлени угла на три равныя части (не- 
разрЪшимая въ элементарной геометрии) тотчась можеть быть 
р%шена. Въ самомъь дЪл: 

Пусть данъ какой-либо уголь АВС (фиг. 96); и пусть на 
ребрЪ нашей линейки обозначены 2 точки Ри © (см. ту же 
фиг. внизу). 


Фиг. 96. 


Построене. 


На одной изъ сторонъ угла откладываемь оть вершины В 
прямую ВА -= РО. Дзлимь ВА пополамь въ точкЪ М; изъ 
точки М проводимъ лини МК || ВС и МЕ ВС. 

Возьмемь теперь нашу линейку и приспособимь ее къ но- 
лученной уже фигурЪ такъ, чтобы точка Р линейки лежала, на 
прямой КМ, точка © лежала бы на прямой М, и въ то же 
время продолжене Р@ линейки проходило бы черезь вершину 
даннаго угла В. Тогда прямая ВР и есть искомая, отефкаю- 
щая третью часть угла В. 

Доказательство. 2 РВС = & ВРМ, какъ накресть-лежащие. 
Раздфлимь РО пополамъ и середину № соединимь съ М пря- 
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мой ММ. Точка М есть середина гипотенузы прямоугольнаго 
треугольника РОМ, а потому РУ=АМ, а слфдовательно 
АРММ равнобедренный, и значить 
Е ВРМ = 2 РММ. 
Внъший же Х ВУМ= С ВРМ-- { РММ=3 2 ВРМ. 
ВмфегЪ съ тЪмь: 
ХМ — 1 Ро == ВМ. 
Эначить, 
Е МВХ= Е ВММ. 
Итак: 


— 


5. ВММ: АВ 5 ВС. 
(Ч Т.Д. 


[РВО—АВРМ=. 


ь 


Приведенное выше р/ынеше задачи принадлежить Кемпе, 
который при этомъ подняль. вопросъ, почему Евклидъ не вос- 
пользовался дфленемь линейки и процессомь ея приспособления 
для доказательства 4-й теоремы своей первой книги, гдЪ вместо 
этого онъ накладываеть стороны одного треугольника на сто- 
роны другого (первое приложене способа наложеня, извфетное 
каждому ученику). На это можно отвфтить только, что въ задачу 
Евклида и не входило отыскане иЪкоторой точки посредством 
измфрешя и процесса приспособлемя линейки (какъ это мы 
дфлали выше въ задач$ для отысканйя точки Р). Въ своихъ раз- 
суждешяхь и докавательствахь онъ просто накладываеть фигуру 
на фигуру,—и только. 

Принимаемая нами геометрическая линейка ие должна счи- 
татьея раздфленной, такт, какъ это слишкомь раздвинуло бы пре- 
дфлы «элемантарноети». Но она должна необходимо быть неогра- 
ниченно длинной, —иначе эти предЪлы слишкомъ бы сузилиеь. 

ВеЪ вышеприведенныя замфчашя слфдуеть имЪфть въ виду, 
когда тговорять о циркуль и линейкЪ, какъ геометрическихь 
приборах. › 


— = 


Два отрицательных вывода ХХ вфка, 


р. : ь 

[. Общее уравнеше выше четвертой степени неразр[- 

шимо чисто алгебраическимъ путемъ (иначе говоря— 
въ радикалахъ). 


РАшеше уравнешй 3-Й и 4-Й степеней было известно, на- 
чиная съ 1545 тода. Два съ половиной столуйя спустя, моло- 
дой 22-лфлнй Гауесъ въ своей докторской диссертащи дока- 
залъ, что всякое алгебраическое ур-е имфеть корень, «дфйстви- 
тельный» или «мнимый». ВелЪфдъ затБуъ онъ же даль еще два, до- 
казательства той же теоремы. Въ 1801 году тоть же Гауесъ 
замфитиль въ одномъ изъ свопуь сочиненй, что, быть можеть, 
невозможно разрушить съ помощью радикаловь общее ур-е 
степени высшей, чфиъ четвертая. Это предположеше было до- 
казано знаменитым норвежекимь математикомъ Абелемъ и было 
обнародовано къ 1824 году, когда автору его было всего 29 
года отъ-роду. Два года спустл то же доказательство было имъ 
напечатано въ болфе пространной и понятной {орм% съ выяене- 
шем многихь деталей. Сь этихь поръ изыскашя математи- 
ков, силившихея раньше найти общее алгебраическое 5 шене 
вслкаго уравнешя, приняли иное направлене. 
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|. Знаменитый «постулатъ о параллельныхъ» Евклида 
не можетъ быть доказанъ помощью какихъ-либо иныхт 
его аксюмъ. 


Въ виду важности вопроса, остановимся на истори этого 
знаменитаго «постулата» нЪсколько подробн\е. 

Несмотря па то, что свздфня древнихь по геометрии были 
весьма обширны, всЪ они до 3-го вфка до Рождества, Христова 
являлись разрозненными, отдфльными научными фактами, не 
имфющими между собой связи. Творцомъ геометри, какъ науки 
вь настоящемь значеши этого слова, быль Евклидъ. Въ 3-мъ 
вфк» до Р. Х. (около 270 г.) этоть гречеесмй филовофь ва- 
далел цфлью собрать вс найденныя до его времени свойства 
фигурь на идеальной плоскости и въ пространств и опред?- 
лить, кая изъ нихь существенны, т. е. завиеять нелосред- 
ственно от свойств самой плоскости и простраиства, и 
кая, съ другой стороны, могуть быть выведены, какъ слфдетвя 
первыхъ. Ювклидь выполниль свою задачу и создалъ стройную 
дедуктивную геометрическую систему, которая явилась первымъ 
примфромъ строго научныхь системъ. Онъ показалъ, что вст 
стойства пространственныхь формъ могутъ быть выведены пу- 
темъ однихь только строго логических разсуждешй изъ 27ель 
основныхь положенй, или аксюмъ, характеризующихь идеаль- 
ную плоскость и идеальное пространство древнихъ геометровь, 
а именно: 

1) физуры на плоскости и в пространствъ мозуть быть 
поремьщаемы безь складоть и разрыва. 2) прямая лишая 
вполнь опредъляется какими уюдио двумя ея точками и 
3) если на плоскости изь какой либо точки прямой лини 
будетё проведень къ ней перпендикулярз, а изь друюй точки 
той же прямой проведена какая либо паклонная лишя, то 
пертендикулярь и наклонная необходимо встультятся. 

ПослЪфднее положене (3) пи есть знаменитый пятый п0- 
стулать Евклида (называемый также 11-ой аксюмой Евклида). 
Въ наше время его часто предпочитають выражать въ такой болЪе 
краткой, такь называемой—Плэйферовекой форм: Де иерест- 
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каюцияся прямыя лиши не моцуть быть объ разомь парал- 
лельны одной и той же прямой. Самъ же Евклидъ этоть по- 
стулать (или 11-ю аксюму) дословно выражаль такъ: «Если 
двф прямыл ветрфчаются третьей такъ, что сумма внутреннихъ 
угловъ, лежащихь по одну сторону третьей, меньше двухъ пря- 
мыхъ, то двф первыя прямыя, по достаточномь продолженщи, 
встртятел по ту сторону третьей прямой, на которой сумма 
внутреннихь угловъь меньше двухъ прямыхъ». 

Два первыя изь приведенныхь выше положешй суть 
аксомы настолько очевидныл и безспорныя, что не возбуждали 
никогда никакихт сомнфий. Не то было сь третьимъ положе- 
немъ. Оно уже не было столь очевидно, а требовало иеобхо- 
димости убфдиться, что, какъ бы наклонная ни была близка ку 
перпендикулярности, она необходимо пересЪчется съ перпендику- 
ляромъ, хотя, можеть быть, на разстоянйи очень далекомт оть пря- 
мой и для насъ недоступномъ. Такъ какъ непосредственная 
провфрка по недоступности для нашихь чувствь весьма дале- 
ких разстояшй была невозможна, то Евклидъ п даль это по- 
ложеше, какъ необходимое допущене, какъ постулать. 

Послфдующе геометры, не вполн% довфряя геншо Евклида, 
пытались, однако, установить связь между первыми двумя 
аксюмами и третьей, т. е. доказать, что это третье дотущене 
(постулать) Евклида, принятое имъ за аксюму, можеть быть д0- 
казано на основани первыхъ двухъ аксюмъ и помфщено въ 
ряду теоремъ. И воть, еъ Птоломея (во Э-мт, вфкЪ по Р. Х.) 
вплоть до первой четверти Х1Х стол\имя начинается длинный 
рядъ попытокъ доказать этоть постулать. Были предложены 
сотни «доказательствь». 

Въ 1826 году знаменитый русеый геометръ, профеесорь и 
ректорь Казанскаго университета, Ник. Ив. Лобачевскй дока- 
залъ вею безусифиность подобныхь попытокъ и обнародовал 
свое доказательство въ 1829 тоду. Лобачевский построилъ но- 
вую, совершенно самостоятельную геометрию, гдЪ, принимая за 
акеюмы первыя два изъ указанных, выше евклидовскихь ио- 
ложенй, онъ выфето третьяго положен!я (постулата Евклида) 
приняль обратное ему. Получилась стройная и логическая гео- 
метрическая система, безъ всякихъь ошибокъ и противорЪчй, и 
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такимъ образомъь сама собой доказывалась независимость пер- 
выхь двухъ аксюмьъ оть постулата, а слФдовательно, онъ не 
можеть быть доказанъ посредствомь ихъ. Остается, значить, 
принять его за аксюму или строить новую геометрио. 

Изелфлдован1я Лобачевскаго оставались долгое время непо- 
нятыми и неизвфетными. Русскими учеными они были встр\- 
чены даже недоброжелательно. Первые благоприятные отзывы 
о нихъ (Гаусса) сдфлались извфстными въ Германи только въ 
1846 г. изь обнародованной переписки Гаусса. Но только на- 
чиная съ 60-хъ годовъ ХТХ столф\я труды Лобачевскаго на- 
шли себф достойную оцфнку и послужили основашемь ряда 
другихь замфчательныхь работь различныхь математиковъ. 

Усиля, направлявшяея раныше для доказательства невоз- 
можнаго, обратились теперь къ развитию такъ называемой ие- 
Евклидовекой геометри, къ изученю геометрии и-измфрешй, 
при допущеняхъ, обратныхъ или несогласныхь съ общеприня- 
тыми акс1омами геометрии Евклида. И, какъ всегда бываеть въ 
подобныхъ случаяхъ, новое завоеваше человфческаго ума, новая 
побфжденная трудность открыли новыя области для ивслфдова- 
ня, новое направлеше мысли и методовъ изыскашя; и таким 
образомъ на очередь выдвинулись новыя еще болфе трудныя 
задачи для рЪшеня. Поле дфятельности, открывающеесл пыт- 
ливому уму, — безгранично. | 

Желающимъ основательно ознакомиться съ исторлей разви- 
Ия этого глубоко интереснаго вопроса можемъ рекомендовать та- 
лантливую книгу проф. Роберто Бонала < Ие-Евклидова леомет- 
лия». Книга эта недавно появилась и на русском язык въ 
прекрасномь переводф А. Р. Кулишера. 


# Я р Сегелели- 


= 2 


Николай Ивановичь Ловачевскй. 
(1793—1856). 


Начиная сь Гвклида АлександрИйскаго геометры всего мра 
въ продолжене боле чу двадцати вЪковт, работали надъ вы- 
яененемь истинной связи между основными аксюмами геоме- 
три. Завидная честь завершить эту многовфковую работу и от- 
крыть огромные, новые горизонты для дальнфйшихь пзелдо- 
вашй принадлежить, какъ упомлиуто въ предыдущей главу, 
нашему великому соотечественнику, ИП. И. Лобачевекому. Имя 
этого генальнаго математика извфетно ным всему образован- 
ному, и во всякомъ случаф— всему математическому му, хотя 
умерь онъ непонятый и неоцфиенный по достоинству. Совре- 
менники, кромф великаго Гаусса, были не въ силахь его понять, 
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Жизнь и дфятельность иныхь великихъ людей, помимо по- 
учительности, всегда още полна заманчивой таинственности, 
Что даеть силу этим рыцарямь духа подъ градомь насмф- 
шекъ и общаго непризнашя творить и созидать? Гд№ тоть 
источникъь святого безпокойства, который не даеть гению по- 
чить пи на служебныхь, ни на семейныхъ, ии на всякихъ 
иныхь лаврахъ, а направляеть его въ сторону, казалось бы, 
однихь непуятностей и огорченй? Ученая дФятельность и 
жизнь Лобачевскаго весьма замфчательны съ этой послфдней 
стороны и могуть служить ободряющимь примфромъь для тЪхъ, 
кто, пресльдуя велиюя цфли, иногда изнемогаеть и отчаивается 
предь равнодупиемъ, непонимашемь, а иногда даже и вра- 
ждебностью средней обывательщины. Не задаваясь цфлью дать 
здЪеь связную, хотя бы и сжалую, бографию Н. И. Лобачев- 
скаго, постараемся, однако, освЪтить т$ важнФйиие факты 
его жизни, которые имфють связь съ его математическимъ 
развилемь и на которые есть неоспоримыя свидфтельства и 
архивные документы. О студенчествЪ и первыхъь ученыхь 
шагахъ /Лобачевскаго МЫ беремъ драгоцфнныя данныл въ 
«разсказахь по архивнымь документамъ» проф. Н. Булича: 
Изь первыхв лютз Казанскаюо университета. Внига эта мало 
кому знакома по ея спещшальному характеру, хотя она и с0- 
держить въ себЪ весьма много интереснаго. 

Н. И. Лобачевсый — сынъ бЪфднаго чиновника, уфзднаго 
землемВра изъ Макарьева, Нижегородской губ. Въ оффищаль- 
ныхъ бумагахъ онъ показанъ #35 разночиицевь, что означаеть 
непринадлежность къ сословю дворянъ. Подобно многимъ дру- 
тимь знаменитым, малемаликамь, юноша Лобачевесй въ пер- 
вые годы студенчества не предполагаль даже избрать предме- 
толь своихь постоянныхь заняй математику. «Онъ примфтно 


предуготовляеть себя для медицинекаго факультета», — пи- 
саль 0 немь къ попечителю ‘Яковкинъ, замфтивиий его даро- 
вашя. Полвлеше въ Казанскомь университет профессора ма- 
тематики Бартельса, вызваннаго изъ Германш,— свфтлой и уче- 
ной личности, —побудило Лобачевскаго избрать предметомь за- 
ням математику. ВскорЪ онъ дЪлается однимь изь самыхь 
успфвающихь учеников Бартельса. Въ свою очередь, профес- 


сорь полюбиль Лобачевскаго, и его заступничество не разь по- 
могало молодому и нфсколько вЪтренному студенту при столк- 
новешяхь съ университетской полищей. Инспекторсмй жур- 
наль, —разсказываеть Н. Буличь въ названной нами книг, — 
за годы пребываня „Лобачевекаго въ студентахь даеть нф- 
сколько свидзтельствь объ этихь столкновеняхъ, причина ко- 
торыхь лежала въ живомь характерВ молодого студента, въ 
естественномь чувствЪ свободы, которое проявлялось, какъ свое- 
вое, въ желаши отстоять свою самостоятельность, что счита- 
лось дерзостью. Самыя шалости характеризують тогдашнихъ 
студентовъ. Лобачевеюй, какъ и мноме изъ его товарищей, 
казенныхь студентовь, жившихь въ университет®, любиль зани- 
малься пиротехникою. Разъ Лобачевсый сдЪлалъ ракету и 
вмЪфет6 съ другими пустиль ее въ одиннадцать часовъ вечера на 
университетскомь двор. За это и за 10, «что учиниль непри- 
знаше, упорствуя въ немъ, подверг наказанию многихъ, совер- 
шенно сему не причастныхь»,—быль посаженъь въ карцеръ по 
опредфленшю совЪта. Въ другой разъ, будучи уже правящимь 
должность камерназо студента («камерный студенть есть по- 
мощникъь помощника инспектора казенныхь студентовъ» —по 
опредфленю правиль того времени), Лобачевеый быль замф- 
чень «въ участвоваши и потачкВ проступкамъ студентовъ, гру- 
бости и ослушанш». За эти проступки онъ наказанъ быль пу- 
бличнымь выговоромъ оть инспектора студентовъ, лишенъ зва- 
шя правящаго должность камернаго студента, 60 рублей па 
книги и учебныя пособя, которые только что были ему назна- 
чены «за особенные успзхи въ наукахъ и благоповедене» и 
отпуска до разрЪшешя начальства. Все это происходило на 
святкахъ 1810 года. Лобачевскому шель 18-й годъ, онь быль 
на послфднемьъ куреЪ, молодость требовала удовлетвореншя, а 
потому совершенно естественно и простительно, что, по словамъ 
иненекторекаго журнала: «въ генварв мфеяць Лобачевеюмй пер- 
вый оказалея самаго худого поведешя. Несмотря ина приказа- 
не начальства не отлучаться изъ университета, ошь въ новый 
годъ, а потомь еще разъ, ходиль въ маскарадь и многократно 
въ гости, за что опять наказанъ написашемь имени на черной 
доскЪ и выставлешемъ оной въ студентскихъ комнатахь на не- 
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дЪлю. Несмотря на се, ошь посл снова еще быль въ маска- 
радЪ>. 

Студенческая жизнь Лобачевскаго отличалась вообще иф- 
сколько бурнымь .характеромъ, но изь среды своихъ сверстни- 
ковъ онъ выдавался далеко впередъ; какъ по уклонешямь оть 
тогдашнихь правиль благоповедешя, вызывавшимь каратель- 
ныя мфры противь него, такъ и по своимъь дарованямь и 
успфхамь въ математикЪ. Воть почему только о немъ одномъ 
дошло до насъ «историческое изображеше поведеия» его; про- 
ступки Лобачевскаго называются достопримъчательными, ха- 
рактерь—упрямымь, нераскаяннымь, «весьма много мечтатель- 
пымь о самомъ себЪ», сго мнЪШе «получило мномя ложныл 
поняття» (тавь въ журнал® инспектора, помощникомь его Кон- 
дыревымъ, было записано, что Лобачевемй «въ значительной 
степени явиль зризнаки безбождя» (!) — обвинеше, которое 
во время Магницкаго имфло бы весьма печальныя поелздетвйя). 
'Гребовалиеь инспекщею противъ „Лобачевскаго рфшительныя 
мфры, <самыя побудительныя средства 60 стороны милосердя 
или строгости, каковыя найдеть благоразуме начальства». Во- 
просъ о судьб% Лобачевскаго перенесенъ быль въ совЪть. Только 
настолня Бартельса и т№хъ професссровъ, у которыхъ Лобачев- 
сый запималея, доставили ему возможность получить степень 
кандидата, а вскорЪ затЪмъ магистра, наравн® съ прочими 
его товарищами. 

Бартельсь считаль Лобачевскаго лучиимь изъ учеников 
своихъ. Воть что писаль онъ попечителю Румовскому 0бъ 
усиЪхахь своихь слушателей и въ особенности о Лобачевекомт 
около того времени (приводимь слова его въ современномъ пе- 
реводф, сдфланномь самимъ Румовекимь и представланномт им 
министру): 

‹Послфди!е два (Симоновь и Лобачевскй), особливо же Ло- 
бачевсюй, оказали столько усиЪховь, что они даже во велкомь 
ифмецкомь университетв были бы отличными, и я льщусь на- 
деждою, что если они продолжать будуть упражняться въ усо- 
вершенствовани своемъ, то займуть значушия мЪета въ мате- 
матическомь кругу. О искусств послЪфдняго предложу хотя 
одивь примфрь. Лекции свои располагаю я такъ, что студенты 
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мои въ одно п то же время бывають слушателями и препода- 
вателями. По сему правилу поручиль я предъ окончанемь курса 
старшему „Лобачевскому предложить подъ моимъ руководствомт, 
пространную и трудную задачу о кругообращени (Вовайоп), 
которая мною для себя уже была ио Лагранжу въ удобопонят- 
номъ видф обработана. Въ то же время Симонову приказано 
было записывать течеше преподаваня, которое л въ четыре 
приема кончиль, дабы сообщить его прочимь слушателямь. Но 
Лобачевекй, не пользовавшись сею запискою, при окончати 
послздней лекщи подаль мнЪ ршеше сей столь запутанной 
задачи, па нфеколькихь листочкахь въ четверку написанное. 
Г. академикъ Вишневсый, бывнИЙ тогда здЪеь, неожиданно вос- 
хищенъ быль симъ небольшимь опытомь знашй нашихь сту- 
дентовъ». 

Эти успфхи въ математикЪ, за которые Лобачевекй полу- 
чиль вмфет$ съ другими благодарность отъ министра народнаго 
проевфщешя, и были причиною енисходительности къ нему со- 
вфта, возведшаго сго вмфетВ съ прочими въ степень магистра, 
т. е. оставившаго его при университетв (въ педагогическом 
пиститутЪ) съ цфлью приготовления къ профессорскому званйо. 
Впрочемъ Лобачевекй созналь свое положеше. «Вчера по поз- 
воленйо явившись въ совфтъ, пишеть Яковкинъ, оказаль со- 
вершенное признан и раскаяне въ прежнихь своихъ поступ- 
нахъ, публично обфщавши совершенно исправиться, а посему 
совфть и рфшилея его пометить въ чиело представляемых 
въ удостоенио званя магистровъ, дабы излишиею строгостью 
не привести его, какъ весьма лестную надежду даровашями и 
усиЪхами подающаго для университета, въ отчаяне и не убить 
духь его» (12 Поля 1811 года). Защитниками Лобачевскаго ву 
совфтВ были профессоры Бартельсь, Германъ, Литровъ и 
Броннеръ. 

Попечитель Казанскаго учебнаго округа Румовск! утвердиль 
представлеше совфта, но даль съ своей стороны предостереже- 
ше Лобачевскому: «А студенту Николаю Лобачевскому, — пи- 
саль онъ въ своемь предложеши совЪту (7 августа 1811 г., 
‚№ 787), —ванимающему первое мЪсто по худому поведенно, объ- 
явить мое сожалфше о томъ, что онъ отличныя своп способ- 
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ности помрачаеть несоотвфтственнымь поведешемь, и для того 
чтобы онъ постарался перемфнить и исправить оное, —въ против- 
ном случа, если онъ совЪтомъ моим не захочеть воспользоваться, 
и опять принесена будетгь жалоба на него, тогда я принужден 
буду довести о томъ до свфдЪн!я г. министра просвфщеня». 

Зван!е магистра возлагало на него, ио тогдашнимьъ прави- 
ламъ, «споспфшествоване профессору или адъюнкту въ разсу- 
ждеше большихъ успЪховь ихъ слушателей». Магистры должны 
были заниматься съ студентами повторешемь пройденнаго (не 
въ часы, однако, назначенные для лекц!й) и «объяснешемь слу- 
шателямь того, чего они не понимають, такь какь мно изъ 
иг. профеесоровь преподають и объяеняють лекщи на иностран- 
ныхь языкахь, слушатели же ихъ, преимущественно же вновь 
поступивийе, часто, особенно въ начал® курса, по причин 
объяснешя на иностранномь язык для матери совеЪлиь новой, 
не могуть иногда веего понимать предлагаемаго профессоромь 
лено». За это магистры получали жалованье. Лобачевекй, как 
магистрь, стояль въ самыхь близкихь отношешяхь къ Бар- 
тельсу. Онъ занимался у него на дому по четыре часа въ не- 
дфлю, и у нась есть свфдЪшя, что на первыхь порахъ маги- 
стерства предметами изученя Лобачевскаго, подъ руководствомь 
Бартельса, были ариометика Гаусса и первый томъ Лапласовой 
«Небесной механики». 

Въ 1814 году Лобачевск!й быль повышен въ зван!е адъюнкта 
чистой математики и началь читать свои лекщи. Съ 1329 года 
въ отеутетые профессора астрономш Симонова, находившагося 
въ, кругосвфтномъ плаванги, Лобачевекй въ течене двухь лу 
читаль сверхь того астрономю и завфлываль обсерваторгей. 

Съ изслфдованями, которыя создаютъь новую эпоху въ 
области геометрической науки, Лобачевсый впервые выступиль 
въ засфдани факультета 12 февраля 1826 года, гдЪ онъ чи- 
таль свое «ЕхрозИйот зиестее 4ез ретерез Че 1а (#бошевче», 
(«Краткое изложеше началь геометри>), которое, къ сожалфнйо, 
и до сихъь порь напечатано не было. Статья «О Началахъ 
Геометри» была напечатана въ «Казанскомь ВЪфетник%» за 1829 
и 1830 годъ, и представляеть только весьма сжатое, а потому 


трудное для чтешя, изложене полученныхь имъ результатов 
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построеня «Геометри въ бодфе обширномь смыслЪ, нежели, 
какъ намъ представиль ее первый Евклидъ». 

Въ слфдующемь сочинении: «Воображаемая Геометр!я», пе- 
реведенномъ также на французсый языкъ, Лобачевск, «оста- 
вляя геометрическя построешя и выбирая краткой обратный 
путь», показываеть, что «главныя уравнен!я, которыя онъ на- 
шель для зависимости сторонь и угловь треугольника въ в0- 
ображаемой Геометрёи, могуть быть приняты съ пользою въ 
Аналитик$ и никогда не приведуть къ заключенямъ ложнымь, 
вь какомъ бы то ни было отношенши». 

'Такимьъ образомь сдфланное допущеше о невозможности до- 
казать постулать Евклида было разобрано и изслфдовано какъ 
теометрическимъ, такъ и аналитическимт, путемь и ни къ ка- 
кимь противорфиямъ не повело. Вопросъ о возможности не- 
вфрности одиннадцатой акоюмы Евклида быль рЪшенъ и рф- 
шенъ утвердительно. Но, съ одной стороны, премъ, оказанный 
первому сочинению Лобачевскаго, заставиль его «подозрЪФвать, 
что его сочинене, казавшись съ перваго взгляда темнымъ, пре- 
дупреждало охоту заняться имь сь нфкоторымь вниманемь и 
даже могло подать поводъ усумниться въ строгости его сужде- 
шя и въ вфрности выведенныхь заключен!й>; съ другой сто- 
роны косвенная аналитическая повфрка не могла замфнить стро- 
гаго прямого доказательства. Поэтому Лобачевск!й снова прини- 
мается за изложеше того же вопроса, и въ 1835---1838 годах 
печатаеть сочинеше: «Новыя Начала Геометри съ полной тео- 
ей параллельныхь». 

Изъ двухъ остальныхь его сочиненйй по Геометрш первое: 
«Вейгаве 2а еп РагаЙеЙлиеп» представляеть нЪсколько со- 
кращенное изложене «Новыхь Началь Геометри», а второе: 
«Пангеометрия», записанная поду диктовку уже слфпого Лоба- 
чевскаго его учениками и изданная одновременно на русскомъ 
и французскомь языкахъ незадолго до его смерти, представляеть 
снова консиективное изложеше везхъ его изелЪдованй по Гео- 
метри. Это послфднее сочинеше нЪеколько уступаеть его «Но- 
вымь Началамь Геометр!и», которыя можно считать лучшим 
изь веЪъхь его произведенй. По силЪ и изяществу изложешя 
«Новыя Начала Геометр!и» мало чфмь уступаютъ «Началамь> 
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Евклида, и по-истин® могуть служить для Лобачевекаго «по- 
патепбиш аеге регепиз, герайие зба ругалиЧит аз». 
Тому, кто хочеть познакомиться съ работами Лобачевскаго, не- 
обходимо начинать съ изучемя именно этого сочинения. 

Наряду съ ученой и преподавательской дфятельностью шла 
и высокоплодотворная административная дфятельность Н. И. /Ло- 
бачевскаго. Онъь быль деканомъ и 19 лфть ректоромь универ 
ситета, несь другя разнообразныя и сложныя обязанности по 
управлению. Воть какъ проф. Н. Н. Буличь отзывается вообще 
о дЪятельности и характерь Лобачевскаго: «Его независимый п 
самостоятельный характерь выдержаль такую нравственную 
ломку, какъ тяжелое время реакщи въ послВдше годы царство- 
вания Александра Г и попечительство въ Казани Магницкаго, 
не поступившиеь своими убЪждешями, не измфнивь имъ и 
унеся въ старость молодое сремлеше къ наукЪ, уважене къ 
ней и восторги духовнаго наслаждения. Если сиещалисты гово- 
рять о его <но-истинЪ глубокомысленныхь лекщяхъ»>, достун- 
ныхъ однако только избранной аудиторш, въ послфдне годы 
его жизни, то мы прибавимь къ этому личное воспоминаше о 
его публичныхь лекщяхь по физикЪ, тдЪ ему удавалось изла- 
аль науку популярно и гдЪ раскрываль онъ массу самыхь 
разнообразныхь свфдЪнйй. Въ старые глух и спяние годы иро- 
винцш, когда вее было такъ смирно, гладко и довольно кру- 
гомъ, когда однообразныя явленшя жизни только скользили по 
душЪ, не задфвая и не возбуждая ее, ташя лекщи, какъ 
Лобачевскаго, были отраднымь явалешемъ. Лобачевеюй читаль 
просто, безь желая придать внфшнюю красоту своей рЪчи, 
безъ реторической эмфазы ') и крика, но въ словахъ его слышались 
и его логичесый умъь и широкое образоваше. Спокойнымь, ров- 
нымь голосомь онь дфлаль свои широкя обобщешя, вызываль 
увлекательные образы и возбуждаль мысль»... 

«Всего интереснЪе было бы прослфдить,—замЪ часть тоть же 
проф. Буличъ, — каким образомъ развилось его глубокое абс- 
трактное мышлеше. Лобачевсый не бываль въ Европ; дв\- 
три пофздки въ русемя столицы были кратковременны; онъ 
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почти не оставляль Казани. Къ сожалЪнио, и внутреннее раз- 
вие и интимная жизнь Лобачевекаго мало извЪстны, несмотря 
на то, что живы еще нфкоторые, бывшие съ нимъ въ близкихь 
отношешяхъ. Принадлежа по жен къ тому, что называлось 
въ то время казанскимь обществом, Лобачевсвй появлялся и 
въ немъ, но представляль изъ себя скорфе задумчивую, чЪмь 
дфятельную фигуру, особенно въ послёдые годы своей жизни. 
Сколько намъ извфстно, даже близе къ нему люди смотрфли 
на него съ точки зрфвя, раскрывающейся въ, обыденной мо- 
рали Хемницеровой басни «Метафизикь». 

Какь же относились современники къ научной дЪятельности 
Лобачевскаго, главное—къ его геометрическимь изслдовантямь, 
составляющимь ныиЪ славу и гордость русской математической 
науки? На этоть счеть сохранились также весьма любопытныя 
свидфтельства. Въ Росеши работы его были ветрфчены... глу- 
млешемь. Въ № 41 распространеннаго тогда журнала «Сыну 
Отечества» за 1834 годъ появилась сталья, оскорбительная для 
Лобачевскаго. Но отвЪть его на эту статью, по сообщению са- 
мого Лобачевскаго, напечатань не быль. 

Сталья въ «Сынф Отечества» носить заглаве: «О начерта- 
тельной Геометрш соч. Г. Лобачевекаго» п содержить крити- 
чесь!й отзывъ о сочинени Лобачевскаго: «О Началахь Геометрш». 
Для лучшей характеристики виечатл$нйя, произведеннаго сочи- 
нешемь Лобачевскаго на современныхь ему русскихь матема- 
тиковъ, слфдуеть привести здЪсь интереснЪйния мЪета назван- 
ной статьи въ подлинномъ видЪ. Воть они: 

«Есть люди, которые, прочитавь иногда книгу, говорять: 
она слишкомъ проста, слишкомъ обыкновенна, въ ней не о чемъ 
п подумать. Таким любителямъ думанья совфтую прочесть Гео- 
метр! Г. Лобачевскаго. Воть ужь подлинно есть о чем поду- 
мать: Мноме изъ первоклассныхь нашихь математиковъ читали 
ее, думали и ничего ие поняли. ПослЪ сего уже не считаю 
нужнымь упоминать, что и я, продумавъ надъ сею книгою нй;- 
сколько времени, ничего не придумалъ, т. е. не поняль почти 
ни одной мысли. Даже трудно было бы понять и то, какимь 
образомъ г. Лобачевскй изъ самой легкой и самой ясной въ 
матемаликЪ науки, какова Геометрия, могь сдфлать такое тяже- 


106, такое темное и непроницаемое учене, сели бы самъ онъ 
отчасти не надоумилъь насъ, сказавъ, что его Геометрия отлична 
оть употребительной, которой всЪ мы учились, и которой, вф- 
роятно, уже разучиться не можем, и есть только воображае- 
мая. Да, теперь все очень понятно. Чего не можетъ представить 
воображене, особливо живое и вмЪфстЪ уродливое? Почему не 
вообразить, напр., черное бЪлымъ, круглое четыреугольнымъ, сумму 
всЪхъ угловъ въ прямолинейномь треугольникв меныпе двухъ 
прямыхъ и одинъ и тоть же опредфленный интегралъ равнымъ 


то г. ‚ то со? Очень, очень можно, хотя для разума все это и 


непонятно. Но спросять: для чего же писаль, да еще и печа- 
тать тамя нелфиыя фантази? Признаюсь, на этоть вопросъ 
отвфчать трудно. Авторъ нигдЪ не намекнуль на 10, съ какою 
цфлью онъ печаталь се сочинеше, и мы должны, слфдова- 
тельно, прибфенуть къ догадкамъ. Правда, въ одномъ м%етЪ 
онъ ясно говорить, что будто бы недостатки, замфченные имъ 
въ употребляемой доселЪ Геометрии, заставили его сочинить и 
издать эту новую Геометрию; но это, очевидно, несправедливо, 
и по всей вфроятности сказано для того, чтобы еще боле скрыть 
настоящую цфль ого сочинешя. Во-первыхъ, это противорфчить 
тому, что сказаль самь же авторъь о своей Геометри, т. е. что 
она въ природЪ вовсе не существуетъ, а могла существовать 
только въ его воображениь и для измфрешй на самомъь дЪлЪ 
остается совершенно безъ употроблешя; во-вторыхъ, это дЪйстви- 
тельно противорчить всему тому, что въ ней содержится, п 
судя по чему скорфе можно согласиться на то, что новая Гео- 
метия выдумана для опровержешя прежней, нежели для понол- 
нения оной. Притомъ же, да позволено намъ будеть нЪсколько 
коснуться личности. Вакъ можно подумать, чтобы г. Лобачев- 
ск, ординарный профессорь математики, написал, съ какою 
нибудь серьезною цфлио книгу, которая не много бы принесла 
чести и послфднему приходскому учителю. Если не ученость, то 
по крайней мВрЪ здравый смысль долженъ имфть каждый учи- 
тель, а въ новой Геометрия нерфдко недостаеть и сего поелЪдняго. 

«Соображая все с, съ болышою вЪролтностью заключаю, 
что истинная цфль, для которой г. Любачевсмй сочиниль и 
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издаль свою Геометрйо, ость просто шутка, или, лучше, сатира 
на ученых математиковъ, а можеть быть и вообще на уче- 
ныхь сочинителей настояшаго времени. Заспмъ и уже не съ 
вфроятностйо» только, а съ совершенною увфрепностью полагаю, 
что безумная страсть писать какимъ-то странным и невразуми- 
тельнымъ образомъ, весьма замЪтная съ нЪкотораго времени 
во многихъ изъ нашихъ писателей, и безразсудное желаше откры- 
вать новое при талантахъ, едва’ достаточныхь для того, чтобы 
надлежащимь образомт, постигать старое, суть два недостатка, 
которые авторь въ своемъ сочиненши намфренъ быль изобразить 
п изобразиль какъ нельзя лучше. 

«Во-первыхъ, новая Геометрия, какъ я уже упомянуль о толь 
выше, написана такъ, что никто изъ читавшихь ее почти ни- 
чего не понялъ. Желая покороче познакомить васъ съ нею, я 
собпраль въ одну точку все мое вниман!е, приковываль его къ 
каждому перюду, къ каждому слову и даже къ каждой буквЪ, 
и при всемь томъ такъ мало успфль прояснить мракъ, кругомь 
облегаюний это сочинене, что едва въ состояни разсказать вамь 
то, 0 чемъ въ немтъ говоритея, не говоря ни слова о томъ, что 
говорится. Авторъ говорить, кажется, что-то о треугольникахъ, 
0 зависимости въ нихъ угловъ отъ сторонъ, чфмь главнЪйшимь 
образомт и отличается его Геометря оть нашей; потомъ пред- 
лагаетъ новую теорно параллельныхъ, которал, по собственному 
его признанйо, находится пли н\угь въ природф, никто доказать 
не въ состоянш; наконець, слфдуеть разсмотрЪне того, какимъ 
образомь вт этой воображаемой геометр!и опредфляются величина 
кривыхъ лиш, площадей, кривыхь поперхностей и объемовъ 
тфлъ,—и все это, еще разь повторяю, написано такъ, что ни- 
чего и понять невозможно. 

«Во-вторыхъ, въ конц книги г. Лобачевеый помфетиль два 
опредфленные интеграла, которые онз открылв миможодома, 
идя прямо кз своей цъли дать общёя правила для измпреня 
всъхё 1еометрическихь величинь и дозволившии себъ только 
нъкоторыя примтнетя. Открыме весьма замфчательное! Ибо 
одинъ изъ сихъ новыхъ интеграловъь уже давно извфстенъ, и 
находится гораздо легчайшимъ образомъ; другой совершенно не- 
вЪренъ, потому что ведеть къ той нелЪфпоети, которую мы уже 


замЪтили выше, т. е. что одинъ и тотъ же опредзленный инте- 
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большею часто бывають прославляемыя у насъь новооткрытя? 
Не часто ли случается, что старое, представленное только въ 
какомъ нибудь странномъ образЪ, выдаютъ намъ за новое, или 
и новое, но ложное, за чрезвычайно важное открыте? Хвала 
г. Лобачевскому, принявшему на себя трудъ обличить съ одной 
стороны наглость и безстыдство ложныхъ изобрфтателей, съ дру- 
гой простодушное невзжество почитателей ихъ новоизобрЪтенй. 

«Но, сознавая всю цфну сочиненя г. Лобачевскаго, я не могу 
однакожь не попенять ему за то, что онъ, не давъ своей книг 
надлежащаго заглавя, заставилъ насъ долго думать понапрасну. 
Почему бы вмЪето заглавя: «О началахъь Геометри», не напи- 
сать напримЪръ — Сатира на Геометрю, Карикатура на Гео- 
метрио или что нибудь подобное? Тогда бы веяюЙ съ перваго 
взгляда видфль, что это за книга, и авторъ избфжаль бы мно- 
жества невыгодныхъ для него толковъ и сужденй. Хорошо, что 
мнф удалось проникнуть настоящую цфль, съ которой написана 
эта книга,—а то, Богь знаетъ, что бы и я о ней и ея автор% ду- 
малъ. Теперь же я думаю и даже увЪренъ, что почтенный авторъ 
почтеть себя весьма мнЪ обязаннымь за т0, что я показаль 
истинную точку зрфнйя, съ которой должно смотрЪть на, его со- 
чинен!е>... | 

Такими глумленями встрфчали русск современники плоды 
глубокихъ изысканй великаго ума. И есть весьма вфевя осно- 
вашя думать, что приведенная выше въ отрывкахь статья въ 
«Сын Отечества» принадлежить не какому либо диллетанту, а 
«глубокоученому» росе!йскому того времени академику. ИзвЪстно 
также, напр., что талантливый руссый математикъ того времени, 
Остроградеюй, открыто насмхался надъ изыскашями казанскаго 
профессора. Заграницей работы Лобачевскаго были большинствомт, 
ученыхь просто не замфчены. Только оть орлинаго взора великаго 
Гаусса не укрылась вся важность изыекан!й скромнаго русскаго 
провинщальнаго профессора. Но Гауесь сообщилъь объ этомъ 
только въ частномъ письмЪ къ Шумахеру въ 1846 году. Воть 
это историческое НИСЬМО: 


«Въ послфднее время я имфльъ случай перечитать неболь- 
шое сочиненте Лобалевскаго подъ заглавемь: деотен еее Олиег- 
зиспипееп хаг Теоме ег РагаЙЛеЙпием. Это сочинене содержить 
въ себ основашя геометрии, которая должна бы была суще- 
ствоваль, и строгое развит которой представляло бы непре- 
рывную цЪиь, если бы Евклидова’ геометря не была истинною. 
НЪкто Швейкарть даль этой геометр!и имя «сботбче аизёгайе», 
а Лобачевемй — геометрм воображаемой. 

«Вы внаете, что уже пятьдесять четыре тода (съ 1792), 
вакъ л раздфляю тЪ же взгляды, не говоря здЪсь о нЪкоторыхъ 
развимяхь, которыя получили мои идеи объ этомь предмет® 
впослфдетви. Олфдовательно, я собственно не нашелъ въ сочи- 
нени Лобачевскаго ни одного новаго для меня факта; но изло- 
жене весьма различно оть того, какое я предполагаль сдфлать, 
и авторъ трактуеть о предметВ, какё знатокь, вв истинно-ео- 
метрическом» дуть. Я считалъ себя обязаннымъ обратить ваше 
внимане на эту книгу, чтеше которой не преминеть вамъ до- 
ставить живЪйшее удовольстве». 


«Гетингень, 2% поября 1846 года». 


Зналь ли что-либо объ этомь письмЪ Гаусса Лобачевский, 
уже ветупивиий въ послфднее десятилфиме своей жизни? Трудно 
дать утвердительный отвЪть. Переписка Гаусса съ Шумахеромъ 
была опубликована много позже смерти Лобачевекаго. .Нашь же 
«Коперник Геометрш», по выражено ангийскаго ученаго 
Клиффорда, умеръ въ 1856 году 12 февраля. Признане нп 
оцфнка его заслугь принадлежить послФднимь 2—3 десятил- 
Иямъ, когда пониманю и улененио его гешальныхь мыслей 
была посвящена цфлая литература. 

Пониманию „Лобачевскаго въ особенности содЪфйствовали сво- 
ими трудамн таше выдающиеся ученые, какъ Бельтрами, Ри- 
мани, Гельмгольць, Кэли, Гуэль, Влейнъ, Клиффорд, Ли, 
Пуанкаре, Киллингь и проч. 

22 октября 1893 года Росая, или, вфриЪе, — веф руссыя 
физико-математичеся общества торжественно справляли 100- 
лЪтня поминки дня рожденя Лобачевекаго. Незадолго до этого 
времени Казансый университеть издаль «Полное собране со- 
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чинешй по геометии Н. И. Лобачевскаго» въ 2-хь томахь 
(1383 и 1886 гг.), но на самомъ дфлЪ «Полнаю собрашя» 
всфхь без исключешя сочиненй великаго русекаго «Копер- 
ника Геометри» н®ть,—да и будеть ли скоро?.. Въ общемъ, 
надо созналься, что Лобачевскому на Руси «везеть» гораздо 
менфе, чфмъ заграницей. Проявивпийся было къ юбилею 1893 года 
интересь къ Лобачевскому въ широкихъ кругахъ скоро ослабъ. 
Были собраншя различныхъь обществъ, были дфльныя, краспвыя 
рЪчи, но... «облетфли цвЪты, догорфли огни» п... весе почти 
остается по старому, — и это въ то время, какъ изысканя Ло- 
бачевскаго о параллельныхъ линяхь приняты, напр., въ япон- 
скихъ школахь въ качествф пособйя при преподаван!и геометрии. 
Слфдуеть, положимъ, сознаться, что чтене многихъ произведе- 
ый Лобачевскаго въ подлинникЪ требуеть довольно значитель- 
ной подготовки. Лобачевсый, вообще, кратокъ и сжать. Но, 
съ другой стороны, ничего почти не сдЪлано до сихъ поръь у 
нась къ популяризации работь Лобачевскаго въ смыслЪ пере- 
ложешя ихъ на болфе понятный современный математическ!й 
языкъ. Единственную ') достойную внимашя попытку въ этомъ 
отношеши мы нашли въ работз Н. П. Соколова: «значене 
наслъдоваий Н. И. Лобачевскало вё Гоометруи и их вмяне 
на ея дальньйиее развитие». 

Талантливый авторъ въ этой книгв дЪфлаеть попытку изло- 
жить по возможности кратко и популярно содержане главнаго 
сочинен!я Лобачевскаго «Новыля Начала Геометрш». Нельзя не 
привЪтствовать такой попытки, как нельзя не пожалфть и о 
томь, что г. Соколовь не продолжаль свонхь трудовь къ даль- 
нЪйшеой и еще большей популяризащи трудовъ Лобачевекаго. 
Во велкомь случаЪ ближе къ концу этой книги читатель най- 
деть содержаше «Новыхь Началь Гоометри» Лобачевскаго въ 
изложени Н. П. Соколова. Быть можеть, чтеше этой главы 
заинтересуеть кого-либо пастолько, что направить его ва путь 
изучешя подлинныхъ трудовъ Лобачевскаго для широкой попу- 
ляризации его идей. 


1) ПоелЪ выхода въ свыть 1-го издашя настоящей книги появился пе- 
реводь А. Р. Кулишера прекраснаго труда итальянекаго проф. Роберто Бонола 


«Не-Евклидова Геометр!я». 
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Два письма о постулать Евклида. 


Какъ разъ въ то время, когда въ старой губернской казан- 
ской глуши Н. И. Лобачевсый уже рЪшиль и обнародоваль 
свое рфшенше относительно мфета и значен!я въ геометрии 11-ой 
акемы (У-го постулата) Евклида, извЪстные европейсве ученые 
все еще дфлали тщательныя попытки «доказать» это Евкли- 
довское допущеше. Авторитеть Евклида быль еще настолько 
великъ, что никто не осмфливалея подозрфваль о возможности 
геометрм и пространства, отличныхъ отъ Евклидовскихъ. Все 
дЪло заключалось только, по мня! ю тогдашнихь ученыхъ, въ 
возможномь упрощении «Началь» александрийскаго геометра,— 
въ стремлеши изложить теорпо параллельныхъ лин! безъ зна- 
менитаго постулата. Нижеприводимое письмо (оть 1881 г.) 
проф. Шумахера къ Гауссу даеть настолько типичный образ- 
чикъ подобныхь попытокъ, что приводимъ его въ подлинномъ 
перевод: 


Шумахеръ къ Гауссу. 


Я беру на себя смЪлость представить вамъ попытку, кото- 
рую я сдЪлалъ, чтобы доказать, безь помощи теори паралле- 
лей, предложене, по которому сумма трехъ угловъ треугольника 
равна 180”, — откуда вы- 
текало бы само собою до- 
казательство — Ювклидовой 
аксюмы. Единственныя тео- 
ремы, которыя я предио- 
лагаю доказанными, суть: 
что сумма веЪхъ угловъ, 
образуемыхь около одной 
точки, равна 360” или че- 
тыремь прямымъ угламъ, 
и еще, что углы, противоположные въ вершин», равны. 

Продолжимъ неопредфленно стороны прямолинейнаго тре- 
угольника АВС (черт. А), пли, другими словами, разсмотримъ 
систему трехъ прямыхь въ одной плоскости, которыя своими 


Черт. А. 


—_— 
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пересфченями образують треугольнякъ АВС. При трехъ вер- 
шинахъ имфемъ уравнения: 


2а-- 2а == 44, 
26-|- 28 = 44, 
2е-- 21 =44, 
откуда 
я 8-1 =6а — (а 5-6 с). 


Такъ какъ эти соотношеня существують, какъ бы ни были 
расположены точки А, Ви С, или, что все равно, какъ бы 
ни были проведены три ипрямыя въ плоскости, оставимъ непо- 
движными лини Да, ВН и 1 
заставимъ линйо [№ проходить 
черезъь точку А (черт. В) такъ, 
чтобы она составляла съ ЕН 
тоть же самый уголь, какъ п 
въ первоначальномъ своемь по- 
ложени, или вообще, —такъ какъ 
этотъ уголь произволенъ,—такъ. 
чтобы линя 7Ё всегда шла вну- 
три угла. Мы будемъ имфть тогда 


ао е=4а. 


Слфдовательно 
а--В--1=24. 


Можеть быть, возразять на ото, что хотя и имфемь но 
предположенио 
6 (черт. А) 6 (черт. В), 
но что равенство: 


с (черт. А) == (черт. В) 


должно быть доказано. 

МиЪ кажется однако, что, велВдств!е произвольной величины 
угловъ, въ этомь доказательств нЪть необходимости. 

Таковы начала доказательства, о которомь я жду вашего 
отзыва. Я прибавлю только въ оправдане моего разсуждешя, 
что, хотя второе дЪйстйе п уничтожасть треугольникъ АВС, 
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но оно не уничтожаеть угловъ треугольника. Какъ бы ни`были 
расположены лини, всегда имЪемтъ: 

1ВН=В, @СЕ=у, ДАЕ-=а, 
какь въ конечномь треугольник, такъ и въ исчезающемь; 
сумма: 

ТАН-- САЕ-- АЕ 

всегда равна, слЪдовательно, сумм угловъ прямолинейнаго 
треугольника. 

Такимь образомь докажемь предложене для произволь- 
наго треугольника (котораго углы суть А, В, С,), проводя ли- 
нш Р@, ЕН такъ, чтобы было а= А. п дфлая кромф того 
ТАН = В и САЕ-— С. Если бы тогда ГАК оказалась не пря- 
мою, но ломаною лишею ГАЛ", то уголь с сдЪлалея бы меныие 
на (с; но уголь 6 сталь бы на ту же величину больше, такъ 
что сумма этихь угловь осталась бы безь перемфны, и мы 
имфли бы,—что намъ и требуется для доказательства, — равен- 
ство: 

Ь-- с (черт. А) = -с (черт. В). 


Копенгагенъ, 3-го мал 1881 тода, 


Гауссъ къ Шумахеру. 


Разсматривая внимательно то, что вы мн® пишете о теорш 
параллелей, Я замбчаю, что вы употребили 65 вашить разсу- 
эедешяль, не выразивь со явно, слЪлующее предложеше: 

Если лвЪ пересъкаюцияся прямыя, (т) и (2), обра- 
зуютъ съ третьею прямою (3), ихъ встрьчающею, со- 
отвфтетвенно углы Аи А", и если четвертая прямая 
(4), лежащая въ той же плоскости, будеть пересЪ- 
кать (1) подъ угломь М’, то та же прямая (4) будетъ 
пересЪкать (2) подъ угломь И". 

Это предложен не только требуеть доказательства, но 
можно сказать, что оно-то, въ сущности, п составляеть ту тео- 
рему, о доказательств» которой идетъ рЪчь. 

Воть уже нфеколько недфль, какь я началь излагать пись- 
менно нфкоторые результаты моихь собственныхь размышлен!й 
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объ этомъ предмет, занимавшихь меня сорокь лЪть тому на- 
задь и пикогда мною не записанныхъ, вслфдетне чего я дол- 
женъ быль три или четыре раза возобновлять весь трудь въ 
моей головЪ. МиЪ ие хотфлось бы однако. чтобы это погибло 
вмВет} со мною. 


Гетинеень, 17 мая 1881 года. 


ОтвЪть Гаусса типиченъ въ томь отношени, что укавы- 
ваеть на тоть обыкновенный недостаток, которымъ страдали 
вст безь исключешя попытки доказать постулать Евклида, или 
обойти его въ теори параллельныхь лиш. ВыЪсто этого по- 
стулата авторы вводили незамитно для самихь себя какос- 
нибудь новое, нуждающееся въ доказательств, предложене. 
Такъ было и есь Шумахером. 

Суть ошибки Шумахера еще лучше выяснитея изъ даль- 
иф`йшаго, гдЪ о сумм угловъ треугольника будеть также при- 
ведень извЪетнаго рода «софизмь». 

Вь посмертныхь бума ‘сса дЪйствительно нашлись 
неболышя замфлки о не-Евклидовой геометрии (Сущность этиху 
замфтокь изложена въ упомянутой уже нами «Не-Евклидовой 
Геометрш» Р. Бонолы). Но, какъ видно, обстоятельства не 
позволили Гауссу довести свой трудъ до конца. 


Выяснеше трехъ постулатовъ о параллельныхъ 
лин!ЯХЪ, 


Вь противоположность постулалу Евклида, о которомь мы 
говорили въ глав «Два отрицательныхь вывода ХХ вЗка», 
Лобачевсь ставить иной, а именно: 

Черезъ данную точку на плоскости можно провести 
неопредфленно большое число лин, изъ которыхъ ни 
одна не пересфчетъ данной въ той же плоскости лини. 

Въ то же время еще одинъ постулать нфмецкаго геометра 
Риманна говорить, что 

черезъ точку на плоскости нельзя провести такой 
линш, которая не пересЪкала бы данной лини въ этой 
плоскости. 

Отправляясь отъ каждаго изь этихь донущенйй въ отдфль- 
°ности, мы получимь три различныхь системы теометри на 
плоскости. Различе этихь геометИй лучше веего выясняется 
на слфдующемь прим рЪ: 


Фиг. 97. 


Пусть АВ и РС (см. фиг. 97) будуть двф прямыя линш, 
лежаця въ одной и той же плоскости и неограниченно про- 
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должающИнся по обоимъ противоположнымь направлешямъ. АВ 
примемъ неподвижной и занимающей опредфленное положеше, 
а РС пусть вращается въ плоскости около точки Р, напр., въ 
направлен?и, принимаемомъ за положительное, т. е. обратно дви- 
женю часовой стрзлки, и пусть РО сначала переефкаеть АВ, 
какъ указано на фиг. 97. При дальнфйшемъ вращени лини РС, 
точка пересфчешя уходить все далфе и далфе вправо, и здфеь 
логически возможны три случая: 

1) Вращающаяся лишя перестаеть пересзкать неподвижную 
прямую АВ сь одной стороны (напр., справа) и тотчась же 
непосредственно при продолженти вращеня перес$каеть эту ли- 
нию съ противоположной стороны (слфва); 2) или же лия РС, 
переставъ пересЪкать АВ и продолжая вращаться въ нфкоторой 
части плоскости до новаго пересфченя, совефмъ не встрфчается 
сь линей АВ; 3) или, наконець, наступить такой промежутокь 
временн, въ продолжеше котораго 06% лиши будуть одновременно 
пересфкаться въ двухь противоположныхь направленяхъ. 

Первая изъ этихь возможностей даеть геометрию Евклида, 
вторая —геометрию Лобачевскаго, а третья-—геометрю Риманна. 

ИзвЪетнымь образомъь развиваемые и пробрфтаемые нами 
умственные навыки приводять къ тому, что всф три преды- 
дущя допущешя мы послфдовательно поясняемь довольно 
своеобразнымъ путемь, а именно съ помощью того оныит- 
назо поняття о прямой линш, какое мы уже имфемъ о ней. 
Логически каждое изъ этихь трехь допущен, повторяемъ, такъ 
же допустимо, какъ и другое. Сь этой точки зря, строго 
говоря, нфть никакого основашя одно допущен (постулать) 
предпочитать другому. Психологически, однако же, выходить 
такъ, что гипотеза, Риманна представляется начинающему совер- 
шенно недопустимою, и даже допущенше Евклида менфе понятно, 
чфмъ допущеше Лобачевскаго. 

Интересный опыть въ этомь отношени быль сдЪланъ амери- 
канскимъ математиком Уайтомъ (\ВЦе) со своими начинаю- 
щими курсь «нормальной школы» учениками. Онъ начертилу» 
на доскЪ рисунокъ, подобный фиг. 97, изложилъ простыми и не- 
многими словами всЪ три допущешя и попросилъ каждаго изъ 
учениковъ высказать свое мнзн!е по поводу каждаго изъ посту- 
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лаловъ, записавь свой отзывъ на клочк® бумажки. И воть ока- 
залось, что 46 учениковъ (изъ общаго числа 54) высказались 
за вЪфрность второго допущеня, т. е. постулата Лобачевскаго. 
Полоса этихъ 46 подЪфлились такь: 2 заявили, что они «дога- 
дываются», что должно быть такъ, а не иначе; 21,—что они 
«думають» такъ, 13—въ этомь «вполнЪ увфрены», 10 — «зна- 
ють» э10. Что касается постулата Евклида, то за него выска- 
зались только остальные 8 изъ 54 учениковъ и при томъ такъ; 
что 6 Изь НИХЪ «думали», что это допущене правильно, а два 
были въ этомъ «вполн% увфрены». Интересно отмфтить обсто- 
ятельство, что среди этихъ не искусившихея еще ни въ какиху 
софистическихь изворотахь умовъ не нашлось ни одного, кото- 
рый бы высказался за пруемлемость допущешя Риманна. Пони- 
ман!е его; очевидно, требуеть нЪеколько боле повышеннаго 
математическаго развитя. Въ свою очередь, значительная часть 
сторонвиковъ большинства, подавшаго голоса за 2-е предиоложеше 
(Лобачевскаго), обнаружили склонность перемфнить свое мнЪфи!е, 
какъ только они узнали, что это предположене сводится къ 
тому, что двф переефкаюнияся прямыя могуть быть одновременно 
параллельны одной и той же прямой. Во веякомъ случа выше- 
изложенное свидЪтельствуеть о томъ, что постулать Евклида не 
иметь по формЪ характера убЪдительности даже для неиску- 
шеннаго ума. 


Обращаясь къ триюнометри, возьмемь линшо, дающую 
значене тангенсовъь центральнаго угла при возрасташи этого 
угла оть 0 до 90°. При величинф угла въ 90? тантенсь его, 
какь извфетно, равенъ со (безконечности). Но какъ только вра- 
шающаяся сторона угла перейдегь хотя бы безконечно мало за 
(лфвфе) значеше 90°, мы принимаем, что она тотчась же пере- 
сЪкается съ линей тангенсовъ на безконечно далекомь раз- 
стоянш, но въ противоположномь направлеши (внизу), чЪуь 
раньше. Это именно допущен и обосновываеть, слЪдовательно, 
нашу тригонометрию на началах Ювклида, а не иныхь. 

Знаменитый астрономь Кеплерь ввель опредфлене парал- 
лельныхь, какъь лин, встрьчающихся в5 безконечности 
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Такимь опредзленемъь можно пользоватьел, пожалуй, даже въ 
элементарной геометрии. Необходимо только правильно повимать 
©го и съ этой цфлью перевести на лзыкь такъ называемой 
теори предьловз. 

Пусть лишя (фиг. 98) РР’ будеть перпендикулярна къ 50, 
и пусть точка ( движется все далве и далЪе вправо вь 10 
время, какъ точка Г остается неподвижной, и пусть, наконець, 
уголь Р'РА будеть предфль, къ которому приближается уголь 
[РО при безпредъльномь возрасталйи разстояня ( оть №. Въ 

Р. 


р 


«Фиг. 98. 


такомь случаз РЕ есть лишя, параллельная 50. 'Го есть парал- 
лельность приписывается предфльному положеню пересфкаю- 
щихся лиш, когда точка пересфченшя уходить въ безконечность. 
Это поняме мы и выражаемь коротко извЪетными словами, что 
«параллельныя ипрямыя встрфчаются въ безконечности». 


Возвращаясь къ нашимъ тремь постулатамь, предиоложимь 
(см. фиг. 98), что точка Р неподвижна, а Р5 передвигается 
такь, что точка © уходить безиредфльно влЪво, при чемъ, при 
бевиредфльномь возрасташи №5 уголь ГРР будеть предфломь 
для угла ЭРР. Въ такомъ случаЪ ТР есть лин, параллельная 
50. Итакъ: 

Согласно съ постулатомь Ювклида РТ и РВ составляють 
одну прямую лин: 


Согласно Лобачевскому, 00$ эти прямыя могуть предета- 
влять и нЪкотортю ломаную линно. 

Наконець, по допущению Риманна, (и 5 не могуть уда- 
литься на безконечное пространство (но (© переходить, такъ 
сказать, чрезь значеше 5 опять къ /”), а э10, по понямямь 
теорш предЪфловъ, не есть предФльное положеше и, слфдовательно, 
не параллельная линя въ Евклидовекомьъ смыелЪ этого слова. 

ВЪ-ЦАРСТВЬ СУККАЛЕИ. 14 
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Сумма угловъ треугольника. 


ИввЪетная теорема о сумм угловъ треугольника во веЪхь 
учебникахь геометрии доказывается на основаши теоремт о парал- 
лельныхь лишяхъ. Но мы знаемъ уже (ем. предыдущую главу), 
что въ теори параллельныхь есть одно не могущее быть дока- 
заннымь допущеше—внаменитый Евклидовь постулать. Слфло- 
вательно, строго говоря, и теорема о суммЪ угловъ треугольник 
оказывается недоказанной. 

Но воть другое «очень простое» доказательство этой важий- 
шей теоремы, — доказательство, которое, казалось бы, должно по- 
ложить конець всфмь сомнфиямь и спорамъ. 

Пусть сумма угловь треугольника равна не двумъ прямымъ, 
а какой-нибудь еще нензвЪстной пока величин, которую 060- 
значимь черезь 2. Проведемъ въ треугольник» АРС линйо СО, 

с соединяющую вершину С с 
произвольной точкой основания. 

ИмЪемь два новыхъ треуголь- 

ника АДС и РВС. Сумма у!г- 
А в ловь каждаго изъ нихъ равна 2, 

о асумма этихъ суммъ — 24. Нено, 

г что если отъ этой суммы отнять 

углы Ги 2 (т. е. 34), то получится сумма угловъ треугольник 
АВС. СлЪдовательно, мы въ прав написать уравнеше 


2% — З4а=4, 


откуда 2—2, другими словами: сумма узловь трелольника 
равна двумь прямымз. 

Правильно ли э10 доказательство? Конечно, нЪть. Это не 
болфе, какъ софизмъ, и мы сейчась укажемь, гд® здЪфеь кроется 
ошибка. 


Ходъ доказательства совершенно вфренл, но съ самаго же 
начала сдфлано было бездоказательное допущеше. Вспомним, 
что мы приравняли сумму угловь веякаго треугольника неиз- 
вфетной величинЪ 2. Хотл, казалось бы, мы ничего этимь не 

`предрЪшаемь, но на самомь дЪлЪ мы утверждаемь заранфе, что 


Не 


сумма углов одинакова у всъхь треуюльниковь, —другими 
словами, что она есть величина постоянная. Между тфмъ въ 
этомъ-то и заключается весь вопросъ. Если бы было доказано, 
что у вефхь треугольниковъ, разной формы и размфровъ, сумма 
угловъ остается постоянной, то ужъ не трудно было бы, какъ 
мы видфли, доказать, что постоянная эта есть именно 24, а не 
какая-либо другая. 

Итакъ, выше мы доказали не ту теорему, которую брались 
доказать, а иную: 

Если сумма улловь трелольника есть величина постоян- 
ная, то она равна 24. 

Эта новая теорема, которую мы случайно и неожиданно для са- 
михь себл доказали, не совефмь, однако, безполезна: она поможеть 
намь кое-что уленить въ области не-Евклидовыхь геометрий. 

Для этого мы сначала перефразируемь эту теорему, —вы- 
скажемь то, что въ геометри называется теоремой «обратной 
противоположной». Получимь: 

Если сумма уловь треуюльника не равна 24, то она не 
есть постоянная величина. 

Какь и вс ‹«обратныя противоположной», теорема эта 
должна быть вЪрна, разъь вЪрна прямая тоорема. Да и въ ва- 
момь дЪлЪ, если бы сумма угловь /\-ка была величиной ио- 
стоянной, то, соглаено прямой теоремЪ, она равнялась бы 24/,— 
что противор®чить условно. 

Отсюда сразу получается очень важный выводъ. Мы знаем, 
что въ геометрии Лобачевскаго сумма угловъ треугольника меньше 
24, а въ геометрии Риманна больше 24,—т. е. и въ томъ и дру- 
гомь случаз она ме равна 24. Пользуясь нашей теоремой, мы 
заранфе уже, не знал деталей этихь не-Евклидовыхъ геометрИй, 
можемь утверждать, что въ этихь геометияхь сумма 0865 
преугюольника есть величина перемьъиная. Въ этомъ-то иепо- 
стоянетвф суммы угловь треугольника и заключается характер- 
ное отлише упомянутых не-Евклидовыхь геометрИй. Не то важно, 
что сумма угловъ /\-ка больше или меньше 24, а 10, что она 
вообще не есть величина постоянная. 

Итакъ, воть чему научило нась разсмотрЪн!е приведеннаго 
выше софизма: 

м 


в 


1) Вь Евклидовой геометрии сумма угловъ треугольника есть 


величина постоянная и равна 24. 
2) Въ геометрш Лобачевскаго и Риманна сумма, угловъ тре- 


угольника не есть величина постоянная. 


Задача 68-я. 
Нысколько «коварныхъ»> вопросовъ. 


Какое число дЪлится на всякое другое число безъ 
остатка? 
® 
* # 


Можегь ли дробь, въ которой числитель меньше 
знаменателя, быть равна дроби, въ которой числитель 
больше знаменателя? Ёсли нЪтъ, то какъ же | 


ао 
6 —ю 


Въ пропорщи: 
-6:—3=—10:--5 
каждый изъ крайнихъ членовъ не больше ли, чЪмъ 
каждый изъ среднихъ? Что же сдлалось съ извБст- 
нымъ намъ «правиломъ», что въ пропорщи «больший 


членъ такъ относится къ меньшему, какъ болышй же 
къ меньшему»? 


Е 


Можно ли написать равенство, что 
полуполный стаканъ == полупустому стакану? 


# 


# # 


Есть ли на свЪтЪ люди съ одинаковымъ числомъ 
волосъ на головР 
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0 четвертомъ измфренм по аналоги. 


Американсь!Й математикъ \У. Е. \Упе разсказываеть объ 
питересномъ вопрос, который предложиль ему одинъ изъ его 
слушателей въ нормальной школЪ, и передаеть свой отв ть 
на него. 

Вопросз. Если слфдъ движущейся точки (не имфющей изм}- 
ренй) есть лиш я (одно измЪфренте), а слфдъ движея линш 
есть поверхность (два измфреня), наконець, слфдь движешя 
поверхности есть тфло (три измфрешя),—то почему же не за- 
ключить, что слфдь движеня тфла ость величина четвертаго 
ивмфрения? 

Отвтиз. Если бы ваши предположения были вфрны и ©0- 
вершенно точны, то по аналоми могло бы быть вфрнымъ заклю- 
чене. Путь движущейся въ пространств точки есть, дйстви- 
тельно, лишя. Слфдъ движешя линш даеть поверхность, но за 
исключенаемь случая, когда лишя движется въ своемъ собствен- 
номъ измренш, скользить, такъ сказать, по своимъ собствен- 
нымь слфдамь. Слфдъ движеня поверхности даеть тфло, но 
только въ томъ случаЪ, когда поверхность движется не въ сво- 
ихъ двухъ, а вь новомъ, третьемъ, измфрени. Образованше ве- 
личины четвертаго измфрешя движеншемт тфла предполагаеть, 
слфдовательно, наличность этого самаго новаго четвертаго изм*- 
реня, по которому тфло могло бы двигаться. 


Въ стран чудесъ математики, 


Во время своего пребываня на курсахь Елена полюбила 
математику и дЪлала въ ней больние устбхи. Одну изъ лекщй 
профеесоръ какъ-то посвятиль выяснено понятя о простран- 
ствЪ п-измфрешй, а незадолго передь этимь дома Елена 
прочла, по его совфту, очень интересную чебольшую книжечку 
«Страна плоскости. Разсказь изз область мнозиль измьренй». 

Вернувшись съ занятй въ жаркое майское утро, молодая 
дЪвушка сЪфла въ легкое кресло-качалку и съ удовольстемь 
отдыхала. Тихое покачиванье качалки навфвало на нее легкое 
полузабытье, а въ головЪ мелькали одна за другой геометри- 
ческя фигуры: прямыя, кривыя линш, круги... Въ поелфднее 
время среди студентовъ предметомъ упражненй и оживленныхт 
обсужден были кривыя лини, носивиия поэтическое названо 
«цией маргаритокъ». 

— Какая она длинная, эта линя! думала Елена.— По- 
жалуй, что ей нфть конца... Въ дфтетв® я читала книжку «Въ 
стран чудесь» и помню, что поелЪ того я нфеколько ночей 
видфла во снЪ, какь путешествую по этой стран. Воть, если бы 
сдфлаться опять маленькой дЪвочкой, попасть въ страну чудесъ 
и тамъ найти концы «маргариткиныхь цией». Но возможно ли 
это? У круга, напримръ, нЪть конца, какь извфетно. Можеть 
быть, я пришла бы къ безконечнымь взтвямь кривой... 
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Вдругь Елена очутилась на узенькой тропинкЪ, почти за- 
крытой большими деревьями. Она пошла по тропинк® и скоро 
пришла въ большую тронную залу, гдф сидЪфла прелестная жен- 
щина, похожая на фею или «богиню». Приблизясь къ трону, 
Елена вфжливо поклонилась. 

Здравствуй, Юлена! —привфтливо сказала фея. 

Еленф не показалось странным, что прекрасной незнакомк\Ъ 
извфетно ея имя. 

—- 'ГебЪ хочется побывать въ стран чудесь? 

— О да!--сь жаромъ отвфтила Елена. 

— Я дамь тебЪ въ провожатые одного изъ моихь при- 
дворныхъ,— сказала фея, махнувъ палочкой. 

Тотчасъ же появился юноша въ костюм% пажа. Онъ прекло- 
нилф колфно передъ феей, затЪмъ привфтливо поклонился ЕленЪ. 

— Воть, Роландъ,-— сказала фея, — эта дЪвушка желаеть 
илти въ страну чудесъ,—поручаю ее твоимъ заботамь. Покажи 
ой все, чфмъ она будеть интересоваться. 

Съ этими словами она передала свой волшебный жезль пажу 
и сама исчезла. 

— Идемь-—сказаль пажь, подавая руку ЕленЪ и махнувъ 
жезломъ. 

Въ ту же минуту они очутились въ совершенно новой свое- 
образной и удивительной мЪетности. 


Все, что здЪсь существовало, тянулось только вз длину, но 
не имфло ни толщины ни ширины. Измфрешя въ этихъ двухъ 
послЪднихъ направленяхь были совершенно невозможны: на- 
столько предметы были тонки и узки. Живыя существа, въ этой 
странз могли двигаться только по одной какой-либо линш. 

— 0! я понимаю! воскликнула Клена.— Это страна лин!й. 
Я читала о ней. 

— Да, сказаль пажь,—я только то и могу вамъ пока- 
зать, о чемь вы читали или думали. 

Елена вопросительно посмотр®ла на его жезлъ. 

— И эм, вь самомъ дфлЪ, великое чудо! — подтвердилъ 
пажь. —Показываль вамь такимь нагляднымь образомъ все, о 
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чемъ вы только думали, вЪдь и это волшебство! Но показы- 
вать вамъ то, о чемь вы никогда и не думали даже, это 
было бы... 

Елена не разслышала послфдняго слова, и пажъ опять 
махнуль жезломъ. 

Они находились теперь въ м%стЪ, откуда страна лини 
была видна яенфе. Клена протянула ладонь поперекь лини 
прямо противь одного изъ движущихся ио лиши странныхь 
жителей. Онтъ внезапно остановился. Она отняла руку. Но оби- 
татель страны лин остолбенфль отъ изумлен!я: какое-то таин- 
ственное тфло, или, по его понятямъ, почка внезаино появилась 
вь его пространетвф и такь же внезапно исчезла! 

Еленф странно было вилфть, какъ вся жизнь обитателя 
страны лин заключена между двумя точками. 

— Они никогда не обходять препятств!й!—замЪтила она. 

— Линяр— это ихъ м|ъ... Мёрь одного измфрентя...—ска- 
залъ пажь.—Накъ можеть кто-либо выйти изъ своего мтра, чтобы 
обойти вокругь препятствя? 

— Не могла ли бы я поговорить съ ними и разсказать о 
второмъ измфренти? 

— Эти существа не имфють второго измфренй! — лакони- 
чески сказалъ паять. 

— Хорошо! — смфясь продолжала Елена. — ДЪйствительно, 
это такъ. Ну, а если они случайно выйдутъ изъ предфловь 
своего узкаго ма? 

— Случайно, -—съ изумлешемь повториль паять.—Я думаль, 
что вы болфе философ! 

— Нфть, скромно возразила Елена, —я еще только школь- 
ная ученица. 

— Но вы ищете знане и истину и любите ихь. Разв% 
это не значить быть философомъ? 

- Правда, — согласилась Елена, пожалуй, л могу считать 
себя философомъ. Но скажите, все-таки, как подобное существо 
можеть получить точное поняе о пространств, отличном отъ 
того, въ которомъ заключено оно. 

— Оно можеть, вфроятно, обратитьел въ существу н%сколь- 
кихь измфренйй... 


217 


Елена на минуту пришла въ замишательство, думая, что ея 
проводникъ шутить. Но тотъ совершенно серьезно продолжаль. 

— Существа одного измфрешя могуть почувствовать другое 
измренйе только при воздфйстви иныхъ существъ не изъ ихъ 
пространства. Но обратимся къ другому му. 

Палуь снова махнуль жезломъ, и они увидали новую область, 
всф обитатели которой имфли длину и ширину, но не пыфли 
толщины. 

— Это страна плоскостей!—весело сказала Елена, а чрезь 
минуту прибавила:—но только я думала, что плоскостныя су- 
щества всф представляють с0бой правильныя геометрическя 
фигуры, а здфеь я вижу очень разнообразныя. 

Пажтъ расхохотался такъ громко и заразительно, что Елена 
стала вторить ему, не зная еще причины его смЪха. Онъ объ- 
яснился. 

— Вы представляли себФ, значить, такую страну плоскостей, 
гдЪ государственные мужи похожи на однообразные правильные 
квадраты, и гдф остроуме формь есть принадлежность низшихъ, 
а однообраме считается отличемъ знатности. Да, есть и такая 
страна плоскостей, только пишется она съ прописной, а не съ 
маленькой буквы... 

Елена стала присматриваться къ жизни существь съ двумя 
измфренями и размышлять о ихъ сферЪ представленй. Она 
соображала, что многоугольники, круги и всявя друйя плосвя 
фигуры всегда видны имь только, какъ отрзки лин, что они 
не могуть видЪть угла, но могуть вывести заключене о его 
существовании; что они могуть быть заключены внутри четыре- 
угольника или другой плоской фигуры, если она имфеть за- 
мкнутый периметрь, который они не могуть пересечь; и если 
существо трехъ измфрешй пересфкло бы ихъ пространство (по- 
верхность), оно могло бы понять только сфчеше на поверхности, 
сдфланное этимъ трехмфрнымь тЪломъ, такъ что тфло предета- 
влялось бы имъ существомь также двухъ измфренй, но обла- 
дающимь чудесными свойствами и могуществомь движешя. 

Елена заинтересовывалась все больше и больше. 

Покажите мнф пространства еще и друихь измренйй!— 
просила она спутника. 
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— Хорошо! Пространетво трехъ измфрешй вы можете вид ть 
во всякое время, —сказаль пажт, махнувъ жезломь и измЪияя 
картину.— Но если вы возьмете мой жезлъь и съ его помощью 
покажете мнЪ пространство четырехь изм рен, то я буду вамъ 
очень благодаренъ! 

— О, этого я не могу! воскликнула Елена. 

— Ия тоже. 

— А можеть кто-нибудь это сдфлать? 

— Говорять, что въ пространств® четырехь измфрешй можно 
видфть внутренность нашего закрытаго ящика, смотря въ него 
изъ четвертаго измфрешя такь, какъ вы могли видЪть внутрен- 
ность прямоугольника въ странф плоскостей, смотря на него 
извнЪ№, сверху внизъ. Говорять также, что въ четырехифрномъ 
пространств не можеть быть завязанъ узель. Существо этого 
четырехмрнаго пространства, переходя въ наше, должно ка- 
ваться намъ существомь трехъь измфренй, такъ какъ все, что 
мы можемьъ видЪфть оть такого существа, есть только сфчеше, 
сдфланное имъ въ нашемь пространствЪ, и это сЪчене есть то, 
что мы называемь тфломь. Это существо можеть представиться 
намъ, скажемь, какъ человфкоподобное. И оно можеть быть, 
дЪйствительно, не менфе человЪкомъ, чфмъь мы, и не менфе ре- 
альнымъ, а даже болфе реальнымъ, если только слово «реаль- 
ный» здЪеь приложимо. Существа страны плоскостей (двух 
измфрен!й), пересфкаюиия страну лин?й (пространетво перваго 
измфреня) кажутся обитателямь линейнаго пространства суще- 
ствами одного измфреня, только обладающими чудесным могу- 
ществомъ. Точно также наше трехмфрное тфло въ плоскомъ 
(двухмрномъ) пространствЪ: пересфченте наше съ поверхностью— 
это и все, что видимо и понятно для существа плоскостного 
пространства, и только это пересфчене, только одна фаза нашего 
тфла доступна существу двухь извмфрешй. Отсюда слфдуеть 
заключить, что существа боле чЪфмь трех измфрейй имфють 
чудесную для нась способность появляться и исчезать. входить 
и уходить изъ комнаты, гдф заперты ве двери, они могуть 
казаться намъь «духами», хотя вмфств съ тфмъь он могутъ 
быть на самомъ дЪлЪ существами болфе реальными, чфиъь мы 
сами. 
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Онъ замолчалъ, а Елена замЪфтила: 

— Все, что вы сказали, есть только результаль извзстнаго 
рода логическихь соображенй. Я хотЪла бы видють четырех- 
мЗрное пространство. 

Спохватившись, она сообразила, что такая настойчивость 
можеть быть неделикатной по отношению къ спутнику, и она 
прибавила: 

— Но я знаю, что жезль не можеть показывать намъ все, 
что мы захотЪли бы видЪфть. Тогда не было бы предЪловъ на- 
шему познанию. 

— Можеть быть, безпредфльное познаше есть то же, что и 
безконечное познаше?—спросиль пажъ. 

— Это похоже на каламбуръ, — отвфтила Клена.—Не есть 
ли это простая игра словъ? 

— А воть идеть господинъ Вычислителевъ. Спросимъ его 
миъшя.— Юй! Господинъ Вычиелителевт! 

Елена увидфла почтеннаго пожилого господина съ развф- 
вающейся бЪлой бородой. Онъ обернулся, когда услыхаль 
свое имя. 

Пока онъ приближался, пажь сказаль тихо ЕленЪ: 

— Онь будеть въ восторг оть такой ревностной ученицы, 
какъ вы. Это для него праздникъ. 


Вычислителевь съ большимь достоинствомъ раскланялся съ 
Еленой и ея спутникомъ и, ознакомивитиеь съ темой разговора, 
началь такъ энергично высказывать свои мнфня, что пажъ 
остановить его: 

—- ОсторожнЪе, это не спещалисть по математик». 

КленЪф неособенно понравилось это замфчане, такъ какь 
она вообще не соглалналаеь, когда дЪвушекъ считали мене спо- 
собными въ математик, чЪфмъ другихъ людей. «Ну, да это 
шутка!» подумала она про себя и продолжала слушать. 

Вычислителевт продолжалъ начатое пояснене. 

— Если вы хотите спросить, одно ли и то же безиредЪфльно 
увеличивающееся перемфнное и абсолютная безконечность, то 
я отвфчу—н%тз! Безгранично, или безиредфльно, увеличиваю- 


_ 0 


щеесл перемфнное всегда ближе къ нулю, чФмъ къ абсолютной 
безконечности. Для простоты поясненя сравнимъ такое пере- 
мфнное съ другимъ однообразно измфняющимея перемзинымъ, — 
со временемъ. Предположимь, что разематриваемое нами пере- 
мфиное удваивается каждую секунду. Въ такомъ случаЪ все 
равно,—какъ бы долго ни продолжалось подобное увеличене 
перемфннаго, оно все-таки будеть ближе къ нулю, чЪмь къ 
безконечности. 

-— Поясните, пожалуйста, — попросила Елена. 

— Хорошо! — продолжаль Вычислителевь. — Раземотримъ 
значення перем®ннаго въ нЪкоторый моментъ. Въ этоть моменть 
значенше перемфннаго равно только половинЪ того, которое оно 
прюбр®теть черезъь секунду, и равно четверти того значеня, 
которое получител черезь 2 секунды, если оно будеть вее воз- 
растать. Такимъ образомь тежерь, въ данный моменть, оно го- 
раздо ближе къ нулю, чфмъ къ безконечности. Но то, что вёрно 
относительно перемВннаго въ данный моменть, будеть вфрно 
п въ слфдующи и, вообще, въ каждый моменть. И какъ бы 
перемфиное ни возрастало, оно всегда будеть ближе къ нулю, 
чфмъ къ безконечности. 

— Значить,—сказала Елена, —правильнзе говорить «без- 
предфльно увеличивается», вмфсто «приближается къ безконеч- 
ности, какъ къ предфлу>. 

— Разумфется! Перемзнное не можеть приближаться къ 
бевконечности, какъ къ предфлу. Учащимся часто напоминають 
объ этомъ. 

— Я думаю, —вамЪтила Елена, — что знаше можно увеличи- 
вать всегда, хотя это и кажется чудесным. 

— Что вы называете чудеснымъ? 

— Потому что...— начала Елена и остановилась. 

— Вогда начинають съ «потому что», рздко даютъ отвфть|-- 
сказаль палжуь. 

— Боюсь, что я дЪйствительно ие отвЪчу, — произнесла 
Клена.—Обыкновенно называють чудеснымь то, что является 
отступлешемьъ оть естественныхь законовъ. 

— Мы должны показать барышн% начертане кривой, —ска- 
заль Вычислителевъ пажу. 


221 


— Конечно, —отвтиль тоть. — Любите вы фейерверки? — 
спросиль онъ Елену. 

— Благодарю вась, —отвфтила Юлена, —и0 я не могу остаться 
здфеь до вечера. 

— Хорошо, мы понажемь вамь ихь очень скоро. 

— Фейерверки при дневномь освЪщени?—епросила Елена. 

Но въ ту же минуту пажь махнуль жезломь и наступила 
ночь, севЪфтлая ночь, хотя безь луны и звЪздъ. 

Такь какъ эта перемфна была сдфлана при помощи магиче- 
скаго жезла, то Елена не очень была изумлена. 

— Теперь вы мн покажете начерташе кривой? — сирю- 
сила она. 

— Да,— сказаль пажуъ. 

?азговаривая такимъ образомъ, всф трое шли дальше, пока, 
не подошли къ мЪету, гдЪ находилось нЪчто въ родф элек- 
трической станщи подь наблюдешемъь прелестной молодой жен- 
щины. 

— Эт Ана-Литика,—сказаль Вызислителевь ЕленЪ, — вы, 
вЪфроятно, съ ней знакомы. 

— Знакомое пмя сказала Юлена, ноя не припоминаю, чтобы 
видЪла гдф-нибудь эту госпожу. МнЪ хотфлось бы познакомиться 
съ ней. 

Познакомившись, Елена назвала женщину «госпожа Литика>. 

Но та улыбнулась и сказала: 

— Меня никогда такъ не зовуть. Вс зовуть меня обыкно- 
венно «Ана-Литика». 

— Эта барышня хотВла бы познакомиться сь иЪкоторыми 
изь вашихъ работь,—сказаль Вычислителевъ. 

— Ниротехническое начерташе кривой, —--пояениль словоохот- 
ливый пажъ. 

— Пожалуйста, покажите намьъ алгебраическую кривую съ 
особенной точкой.—прибавиль Вычислителевь. 

Ана-Литика тронула одну изъ кнопокъ, и сквозь темноту 
прорЪзалась полоса яркаго свЪта, образовавшая въ пространствЪ 
блестящую #лоскость. ЗатВмъ она поблекла, но остались два 
луча, перпендикулярныхь одинъ къ другому. Изображене было 
слабое, но неизмВняющееся. 


— Эт оси координат, — объяснила Ана-Литика. 

Она нажала вторую кнопку, и Елена увидфла нфчто, по- 
хожее на метеоръ. Онъ явился изъ огромнаго отдаленя, перееЪкъ 
лучь свЪта, который быль названъ одной «изъ осей», и понеся 
по другую сторону этой оси такъ же быстро, какъ появился, вее 
время двигаясь къ плоскости, показанной первоначальной исчез- 
нувшей полосой свфта. Елена невольно подумала о комет®. Но 
выфсто кометнаго блестящаго хвоста пронесшийся «метеоръ» оста- 
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Фиг. 100. 


виль за собой неизмфняемый путь свфта въ видЪ кривой лини. 
Ана-Литика близко подошла къ ЕленЪ, и 0бЪ дЪвушки смотрфли 
на блестящую кривую, которая тянулась сквозь темноту на все 
пространство, которое только было доступно зрЪи!ю. 

— Какъ это красиво! воскликнула Елена. 

Попытка изобразить на бумаг® то, что видфла Елена, даеть 
объ этомь не столь сильное и эффектное представлеше. На фиг. 
10-ой даны оси координать и самая кривая, 

Вдругь Елена воскликнула: 


— 9, вфдь, отдъльная точка свъта? При этомъ она по- 
казала на точку, обозначенную на фигур буквой Р. 

— 910 точка кривой,— сказала Ана-Литика. 

— Но она такъ отдалена оть всей остальной кривой! за- 
мфтила Елена. 

Отойдя къ аппарату и дфлая что-то, чего Елена не могла 
разсмотр? ть, Ана-Литика начала писаль въ темнот, словно на 
аспидной доскЪ. Знаки выходили блестяще и рЪзко выдфлялись 
на темномь фонф ночи. Воть что она писала: 


= (%— 2)*(#—3). 


Отступя назадь, она сказала: 

— Это уравнеше кривой. 

Клена любовалась горящимь въ темноть уравнешемь. 

— Я никогда не представляла себЪ геометрическия коорди- 
наты столь красивыми, — сказала она. 

— Точка, о которой вы спрашивали, —сказала Ана-Литика, — 
есть точка (2, 0). Вы видите, что она удовлетворяеть уравнению. 
Это точка изображения. 

Елена теперь замфтила, что единицы длины были намфчены 
на слабо видныхъ осяхъ легкими боле блестящими точками 
свфта. 

— Да, сказала она, я вижу ее, но странно все-таки, что 
она отдалена оть остальной кривой. 

— Да, сказаль Вычислителенъ, который все время внима- 
тельно слушалъ,—вы ожидали, что кривая будеть непрерывна. 
Непрерывность—воть постоянная предпосылка пын\фишней науч- 
ной мысли. Эта точка кажется нарушающей законъ; она, слф- 
довательно, есть то, что вы назвали нЪеколько минутъ тому на- 
задъ «чудомъ». Еели бы всф наблюдаемыя лвлешя, кромф одного, 
имфли нфкоторую видимую связь, мы были бы склонны назвать 
это одно «чудеснымъ», а все остальное естественнымь. Если 
только то кажется удивительным, что необычайно, то и «чудомъ» 
въ математик слФдовало бы называть всяк отдфльный случай. 

— Благодарю васт,--сказала Елена,—я очень хотЪла бы 
согласитьея съ этимь. Но исключительность смущаеть меня. Я 
хотфла бы думать, что вдфеь есть общее царство закона. 
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— Очевидно, —сказаль пажь,—вдфеь исключение! Ясно, что 
здЪеь есть разныя альтернативы, какъ, напримЪръ, что точки 
нфгь на чертежЪ, что чертежь имЪеть единственную точку, и 
так далте... 

Вычислителевь, Ана-Литика и пажь смЪялись. На вопрос 
Клены пажъ полениль: 

—- Мы часто говоримъ «очевидно» или «ясно», когда не 
можемьъ дать объяснешя, и часто товоримь «и такь далЪе», 
когда не знаемь, какъ продолжать. 

Елена сначала думала, что эта насмфшка относится къ ней, 
но потомъ вспомнила, что она ни одного такого выраженя не 
употребила. Вообще, вЪдь, все это приключеше съ ней была только 
шутка, а потому она успокоилась и стала спрашивать объ инте- 
ресующихь ее предметахъ. 

— Разскажите мн объ этой изолированной, особенной 
точк$, — обратилась она къ Вычиелителеву. 

Этоть послфдыйй 060 всемъ говорилъ въ поучительномъ тонЪ, 
который быль ему свойственъ. 

Вычислителевь. сли въ написаиномь выше уравнени 
кривой х==2, то, какъ видите, у=0. Но для всякаго другого 
значеня 2, менышаго, чфмъ 3, какое получится значене для у? 

Елена. Такъ называемое мнимое. 

Вычислителевь. А какъ изображаются мнимыя числа гео- 
метрически? 

Елена. Линшей, длина которой дается абсолютнымь (или 
ариометическимъ) числомъь мнимаго количества, и направлено 
которой пернендикулярно къ той, по которой отечитываются 
положительныя и отрицалельныл направлешя. 

Вычислителевь. Хорошо. Въ такомъ случаф... 

Елена (съ восторгомъ). О! Теперь я понимаю, я вижу. 
ЗдЪсь должны быть еще точки кривой вн плоскости. 

ВБычислителевь. Воть именно. ЗдЪеь имфютея еще такъ 
называемыя мнимыя вЪтви кривой, и, можеть быть, Ана-Литика 
будеть настолько добра, что нокажеть ихъ намьъ теперь. 

Ана-Литика тронула еще кнопку своего аппарата, и другая 
блестящая кривая прорфзалась на фон% ночного неба. Плоскость, 
опредфляемая этой кривой, была перпендикулярна къ преды- 


а 
дущей илоскости (Обозначенная точками линя на фиг. 101 вос- 
производить обыденнымъ образомъ то, что видфла Елена) '). 
— О, я вижу! Повторила Елена. —'Гочка Р не есть изо- 
лированная, отдфльная, точка оть кривой. Это точка, въ которой 
наша «мнимая» вЪтвь (на самомь дл столь же дъйствитель- 


Фиг. 101. 


ная, какъ и всякая другая) пересфкаеть плоскость двухъ осей 
координать. 
— Теперь, —сказаль Вычислителевъ, — вмфето того, чтобы 


подставлять дфйствительныя значешя для 2 и находить со- 
отвфтственныя значешя у, вы можете придавать дфйствитель- 


2) На этой фигурЪ пунктирная лия ОР’, если её повернуть на 90° 
около ал’, какъ оси, такъ, чтобы она была въ плоскости, перпендикулярной 
к, плоскости чертежа, изобразить «мнимую часть» чертежа. 

Вычерченная точками и черточками лин: “КРАБ представляет проэкщю 
на плоскость бумаги двухъ «комплекеныхуь частей» кривой. Въ точк% Р каждая 
вЪфтвь находится въ плоскости бумаги, для каждой точки К соотвфтствующя 
точки на самой вфтви кривой находятся на разстояни 0,7 отъ плоскости по 
ту ии другую сторону плоскости, дая точки 5 соотвётетвующия точки бу- 
дуть на каждой вЪтви въ разстояви 1,6 оть плоскости и т. д. 

ВЪ ЦАРСТВВ СМККАЛКИ, 15 
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ныя значеня у и р\лать уравнене относительно 2. И тогда, 
вообще, для каждаго значешя у вы получите 3 значешя а: 
одно дЪйствительное и 2 комплексныхь сопряженныхь числа. 
Кривая, проходящая черезь вс} точки съ комплексными абецис- 
сами, никоимь образомъ не лежить въ плоскости осей, но въ 
плоскости, имъ перпендикулярной. Впрочемтъ, вы знаете это. 
(Линя 5АРЕ5 на черт. 101 представляеть эти вЪтви). 

Ана-Литика опять обратилась къ аппарату; и эти в\Ътви 
кривой появились также въ видф свЪтящихся лин. 

Елена была очень возбуждена. Глубочайшее удовлетвореше 
звучало въ ея голос, когда она сказала: 

— Точка, которая смущала меня своей непонятной 0босо- 
бленностью, есть, какъ оказывается, общая точка нЪсколькиху 
вфтвей одной и той же кривой. 

— Сверхестественное оказывается болЪе естественнымь, 
чфмь что-либо иное, — сказаль пажъ, 

«Чудесное, размышляла ‘лена, есть только особенный слу- 
чай высшаго закона. Мы не понимаемъ фактовъ, потому что 
связь ихъ иногда паходитея внф плоскости нашихъ наблюденй 
или размышленй». ЗатЪмъ она прибавила велухъ: 

— 91 я могла бы назвать чудесной кривой. 

— НЬыть ничего исключительнаго въ этой кривой, — сказаль 
Вычислителевь. Каждая алгебраическая кривая еъ сопряженной 
точкой иметь подобныя особенности. } 

Вычислителевь сказать что-то Ана-ЛитикЪ, и она прикос- 
нулась къ аппарату. Послышался сильный ударъ грома. Елена 
очутилась въ ‘своей комнат и, дЪйствительно, проснулась оть 
сильнаго удара грома. Она приподнялась, стараясь припомнить 
все, что съ ней было. ЗатВмъ она сказала себЪ: 

— НЬёть никакихь кривыхъь изъ свфла, пересъкающихъ 
небеса. И пространства одного или двухь измфренй суще- 
ствують только въ нашемь умЪ. Они— абстракщи, какъ и про- 
странетво 4-хь измфренй. Но все-таки они мыслимы. Я рада, 
что видфла такой сонъ. Воображеше есть волшебный жезль. 
Предстоящая мнф жизнь будеть настоящая страна чудесь и.. 

Въ это время бой часов прерваль ея мыели и напомнил, 
что пора идти на вечершя занятия. 


эт 


Случай съ Пляттнеромъ. 


Описаниыя въ предыдущей главф сонныя грезы молодой 
курсистки, въ частности о возможности пространства, отличнаго 
оть нашего, умфстно будеть дополнить здфеь еще нфкоторыми 
соображешями о «пространств четырехь измфренй». Чита- 
тель, надфемея, прочтеть эту главу съ тЬмъ большимь интере- 
сомъ, что въ ней излагаются взгляды на четырехмфрное про- 
странство Генри Уэльса, —этого оригинальнфйАшаго и интерес- 
ифйшаго писателя научныхь романовъ-утошй. Произведешя Г. 
Уэльса поражають какъ полетом фантази, такъ глубиной и 
логическим развимемт положенныхь въ основаше научныхь 
мыслей или выводовъ. 

Въ небольшомъ и почти неизвфетномь русскому читателю 
разсказЪ «Случай съ Пляттнеромь» авторь сквозь призму своего 
богатаго воображешя и тонкаго дисциплинированнаго ума освф- 
щаеть «пространство четырехь измфренй» такъ, как оно ему 
представляется на основаши послфдняго слова математической 
науки. Утоши такихъ писателей, какъ Г. У эльсъ, заслуживаютъ, 
конечно, самаго серьезнаго вниман!я: он} — результать серьезной 
работы мысли. . 

Суть разсказа «Случай сь Пляттнеромь» состоить въ томъ, 
что нф&Й школьный учитель, Пляттнерь, неожиданно для са- 
мого себя попаль въ пространство 4-хь измфренй, пробыль там 
Э дней и, наконець, такъ же неожиданно возвратился ву род- 
ное ему и намь З-мБрное пространство. Не имфя возможности, 
въ видахь экономи мета, привести весь разсказь цфликомъ, 
передаемь по возможности связно его существенные моменты. 

О томъ, какь Пляттнеръ неожиданно пональ въ простран- 
ство четырехь измфрешй, повфетвуетсл слФдующее. Учитель 
Пляттнерь любнль, между прочимь, заниматься химическимь 
анализом, различныхь веществъ. Одинъ изь его учеников, 
Уиббль, интересовалея химтей и постоянно приносиль учителю 
равличныя вещества для изслфдовашя. Разъ онъ принесь ему 
гдф-то случайно найденную аитечную сткаянку сь какимь-то 
зеленымъ порошкомъ. 
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«Это было вечеромъ. Пляттнеръ сидфлъ въ класеЪ, надзирая 
за четырьмя учениками, оставленными для приготовлешя уро- 
ковъ. Въ углу того же класса находился и маленьюй шкап- 
чикъь, содержавиий вс принадлежности для преподавашя хи- 
мш,—всю лабораторию школы, такъ сказать. Платтнеръ, кото- 
рому надофло сидЪфть безь дфла, очень обрадовался зеленому 
порошку и тотчасъ же занялся его анализомъ; а Уиббль на- 
блюдать за этимь процессомь,—къ счастпо,— издали. Четверо 
другихь учениковъ, дЪлая видъ, что прилежно занимаются уро- 
ками, тоже исподтишка слфдили за тм, что творилось у шкапа. 

«Ве они единогласно показывають, что Пляттнерь отеы- 
паль сначала немного порошка въ пробирный цилиндрикь ни 
попробовал растворить его послфдовательно въ водЪ, хлористо- 
водородной, азотной и сфрной кислотахъ. Не получивъ никакого 
результата, онъ высыналь почти половину всего порошка на 
металлическую пластинку и, держа стклянку въ лфвой рукЪ, 
попробоваль поджечь его спичкой. Порошокъ заллфлея, сталь 
плавиться... и вдругь вепыхнуль со страшнымьъ взрывомт.. 

«ВеЪ пятеро мальчиковъ, ожидавиие съ замирашемь сердца, 
какой-нибудь катастрофы, какъ по камандв спрятались за парты 
и никто изъ нихь не пострадаль. Окно разлетзлось вдребезги, 
классная доска упала; пластинка, на которой лежаль порошокъ, 
превратилась, должно быть, въ пыль—обломковь ея нигдЪ не 
нашли, — штукатурка посыпалась съ потолка, но другихъ, 
болфе важныхъ, повреждешй не оказалось. Когда прошла пер- 
вая минута страха, мальчики поднялись изъ-за парть и, не 
видя Пляттнера, думали, что онъь сбить съ ногь и лежить на 
полу. ВсЪ, конечно, поспфшили къ нему на помощь, но были 
очень удивлены, когда не нашли его на полу. Оставалось пред- 
положить, что онъ, въ минуту общаго смятешя, выскочиль изъ 
комнаты. Согласно такому предположению, мальчики тоже по- 
бфжали вонь изь класса, но передний изъ нихъ, Карсонъ, чуть 
не столкнулся въ дверяхь сь хозяином школы, мистеромь Лид- 


метомъ. 

«Мистерь Лиджеть— кривой, толстый и страшно раздражи- 
тельный человфкъ. Мальчики говорять, что онь ворвалея въ 
комнату, красный, растрепанный, съ цфлымъ потокомь своихъ 
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обычныхь ругательствъ. «Балбесы», «сопляки», «паршивые 
щенки» —такъ и сыпалось изъ его усть до твхъ поръ, пока буря 
не кончилась вопросом: «ГдЪ мистерь Пляттнерь?» 

«Пуда дЪвалсл мистеръ Пляттнеръ? Этоть вопроеъ быль всфми 
безирестанно повторяемъь въ течене нЪсколькихь слфдующихь 
дней, но отвЪтить на него никто не могь. Мистерь Пляттнеръ 
исчезь, не оставивъ за собою никакого слЪфда: ни капли крови, 
ни пуговицы оть своего костюма! Точно будто онъ въ самомь 
дЪяф разлетфлея на аломы...> 

Черезъь девять дней, однако, Пляттнеръ возвратился въ колу, 
но возвращене сго было не менфе странно, чфмъ исчезновене: 

«Въ среду вечеромь, закончивъ дневные труды, мистерь 
Лиджеть собираль въ саду свою любимую ягоду, малину. Только- 
что онъ подошель къ особенно усыпанному ягодами кусту, 
какъ вдругь сзади него послышался сильный трескъ, сопрово- 
ждаемый какъ бы вспышкой молн!и, и какое-то тяжелое тфло 
такт сильно толкнуло мистера Лиджета въ спину, что онъ упаль 
на-корачки, малина разсыпалась, а шелковый картузъ съЪхалъ ему 
на глаза. 

«Сильно разсерженный, мистерь Лиджеть, еще не успзвь 
подняться на ноги, выпустилъ цфлую тучу ругательствъ по ад- 
ресу неизвфстнаго тфла. Каково же было его изумлеше, когда, 
обернувшись назадъ, онъ увидаль мистера Пляттнера, сидящаго 
среди куста малины, въ самомъ растерзанномъ вид —безъ шапки, 
безъ галстуха, въ грязной рубашкЪ п съ окрававленными ру- 
ками|..> 

Съ возвратившимся изъ неожиданнаго ‹путешествя» Гот- 
фридомь Пляттнеромь произошли, однако, весьма удивительныя 
перем$ны. 

«Начать съ того, что, по изелфдованйю, произведенному опыт- 
нымъ врачомь, вс внутренне органы Готфрида Пляттнера ока- 
зались перемфщенными: сердце перешло на правую сторону 
груди, печень смЪстилась къ лЪвому боку, а доли легкихь по- 
мфнялись мфстами. Имя въ виду, что такое расположене вну- 
тренностей, хотя и не часто, но все же встрЪчается, ничЪль 
до поры до времени не проявляясь, я не придаю ему особен- 
наго значешя, такъ какъ оно могло существовать у Пляттиера 
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и раньше случившагося съ нимь приключеня. Но воть что 
важно и чего у Готфрида раньше этого приключеня положи- 
телько не было: онъ сталь лфвшой, и при томъ до такой сте- 
пени, что правая его рука едва держала перо, а лфвая могла 
писать только съ правой стороны къ лфвой. Есть еще одно 
обстоятельство, указывающее на перемЪну, которая произошла 
въ организм Готфрида Пляттнера. Раньше приключеня лицо 
его, какъ у большей части людей, было не совефмъ симметрично: 
правый глазь быль немножко больше лЪваго и правая шека 
массивнфе лфвой. Между тфмт, теперь, посль приключеня, у 
Пляттнера лЪвый глазь и лфвая щека больше правыхь, как 
я въ этомь убфдилея изь сравненя фотографий...» 

Словомь, — новое состояне Пляттнера представляло собой 
какз бы зеркальное изображеше пормальнаю человпка. Не 
менфе интересно п 10, что, по увфренямъ Г. Уэльса, Пляттнеръ 
разсказывалъ о собственныхь своихъ субъективныхь ощущен!яхъ. 

«Пляттнерь говорить, что поелЪ взрыва почувствоваль себя 
убитым наповаль. Ноги его отдЪлились оть пола, и все тфло 
было отброшено куда-то назадъ, при чемъ онъ, упаль на спину. 
На минутку падеше его ошеломило; затьмъ онъ ясно ощутиль 
запахь жженыхь волоеъ и услышаль голосъ мистера Лиджета,— 
однако, какъ сквозь сонъ. 

«Все кругомъ казалось ему какъ бы въ туманЪ. Это онь 
тотчась же приписаль дыму, выдфлившемуся во время взрыва. 
Фигуры Лиджета и учениковъ двигались въ этомь туманЪ без- 
шумно, какъ тЪии, но все же ошь яено ихъ видЪль, видфль 
обстановку класса и потому сообразвилъ, что живъ и даже не 
особенно пострадаль; только лицо саднило оть ожога, да слухъ 
и зуЪше нЪфеколько притупилиеь, велъдетье взрыва, какъ онъ 
думаль. 

«Мало-по-малу Плязтнерь приходить въ себя и собирался 
встать, вакь вдругь быль пораженъ неожиданнымь и въ выс- 
шей степени страннымъ обетоятельствомь: два ученика, один 
за друшмь, прошли сквозь е1о тьло, какз черезь какой-нибудь 
тумань или дым»! Ни одинъ изь нихъ даже не чувствоваль 
его присутетыя. Трудно описать ощущене, испытанное Пляттне- 
ромъ. Онъ вскрикнуль оть неожиданности. 
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«Попробовавъ протянуть руку, Пляттиерь замфтиль, что, 
она свободно прошла сквозь стфну дома, 

«Стараясь обратить на себя внимане, Пляттнерь громко 
зваль Лиджета, ловиль проходящихь мимо мальчиковъ, но веЪ 
они, очевидно, совефымъ его не замфчали. Онъ чуветвовалу себя 
какъ бы отрфзаннымь оть м!ра, хотя и не переставаль быть 
его частью. Веф попытки сообщаться съ этимъ мПромь остава- 
лись безилодными. 

«Тогла Иляттнерь сталь внимательно осматривать все окру- 
жающее и съ удивлешемь замфтиль, что онъ находится не въ 
классе, а подь открытымь небомь и сидить на камнЪ, который 
обросъ бархатистымъ мохомъ. Склянка съ осталками зеленаго 
порошка находилась еще у него въ рукахъ. Совершенно безсо- 
зналельно онъ сунуль ее въ карманъ. Кругомь было почти со- 
вефмь темно. 

«Тишина была абсолютная, несмотря на сильный вЪтеръ, 
который должен, бы, казалось, сопровождаться шумомъ деревьевъ 
и травы. Веф окрестности казались скалистыми и пустынными. 

«Попробовавъ спуститься по склону холма, Пляттнеръ сво- 
бодно прошель сквозь стВну школы и очутилея въ зал; верх- 
ияго этажа, гдЪ пансюнеры приготовляли свои уроки. Плятт- 
неръ замфтиль, что нфкоторые изь нихъ пголками царапають 
на таблицах геометрическихь чертежей полный ходъ доказа- 
тельства соотвЪтствующей теоремы, о чемь онъ прежде никогда 
не догадывался. 

«Чфмъ свфтлфе становилось, тм Пляттнерь хуже видЪль 
земные предметы. Наконець, они совефмь скрылись у него изъ 
глазъ. Судя по времени, надо думать, что это случилось какъ 
разъ тогда, когда зашло Солнце. ВзамЪнь того передь его изу- 
мленнымь взглядомь рфзко обрисовалея скалистый и пустынный 
пейзажт, падъ которымь поднялея съ горизонта какой-то огром- 
ный зеленый диекъ, свЪтивийй, однако же, гораздо слабъе зем- 
ного Солнца. Пляттнеръ стоялъ на высокомь холмф. У ногь его 
разстилалась глубокая долина, усфянная камнями. 

«Исчезновеше земныхь предметовь при восход зеленаго 
солнца въ пространствахь четвертаго измфреня есть странный 
и въ то же самое время самый интересный пункть въ показа- 
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шяхъ Пляттнера. Онъ положительно говорить, что день въ этихъ 
пространствахъ соотвЪтствусть нашей: ночи и, наобороть, ночь 
соотвфиствуеть дню. при чемь самое сильное дневное освфще- 
не не достигаеть силы нашего луннаго. Поэтому-то, можеть 
быть, днем мы и не видимъ того, чтб происходить въ четвер- 
томъ измфренш: у насъ въ это время сильный свфтъ, а тамош- 
не пейзажи совеЪмь не освЪщены. 

«Когда зеленое солнце освфтило окрестности, то Пляттнерь 
увидалъ на дн% долины цфлую улицу, составленную изъ какихъ-то 
черныхъ зданй, похожихъ на гробницы и мавзолеи. Съ боль- 
шимь трудомъ спустивитиеь по крутому каменистому и скольз- 
кому склону горы, Пляттнерь встрфтиль цфлую толпу какихъ-то 
существъ, расходившихся изъ одного большого здашя, какъ у 
наст народъ расходится изъ церкви. Существа эти издали по- 
хожи были на шары, освфщенные блфдно-зеленымь свЪтомъ. 
Одни изъ нихъ исчезали въ проходахъ, окружающихь зданте, 
друмя входили въ дома, а нЪфкоторыя стали подниматься на 
гору, навстрфчу Пляттнеру. При вид ихъ послфдн! остано- 
вился въ изумлени, хотя увфряеть, что нисколько не испу- 
тался. Впрочемъ, въ самомъ дЪлЪ, пугаться было нечего. Суще- 
ства эти, которыхъ какъ бы несло вфтромъ, представляли собой 
что-то въ родЪф головастиковъ: коротенькое, безрукое и безногое 
туловище и большая голова съ лицомъ совершенно челов ческой 
формы. Только глаза были, пожалуй, нфеколько больше челов\- 
ческихъ и выражали, въ большинств® случаевъ, такую скорбь, 
такое страдане, которыхъ человфкъ трехъ измфренй не могъ бы 
вынести, Приблизившись къ этимъ существамъ, Пляттнеръ за- 
мфтиль, что они смотрять совефмъ не на него, а на как-то 
движупиеся предметы. 

«Каждое изъ нихъ какъ бы приставлено къ какому-нибудь 
изъ живущихь въ трехъ измфрешяхь и внимательно слфдить 
за всякимъ его шагомъ. Сначала эти существа не обращали на 
Пляттнера никакого вниман!я, но потомъ два изъ нихъ, имфв- 
шихъ большое сходство съ его покойными отцомъ и матерью, 
стали слФдить за нимъ по пятамъ. Онъ нЪеколько разъ пробо- 
валь заговорить съ матерью, но она только смотрфла на него 
грустно, иристально и какъь бы съ какимъ-то упрекомъ. Впо- 
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слфдетйи онъ сталь встрфчать и еще лица, напоминавиия ему 
людей, которыхъ онъ знаваль въ дЪиетв® изсъ которыми вхо- 
дилъ въ какя-нибудь сношеншя. Всф они тоже грустно смотр%ли 
на него, видимо узнавая и какъ бы упрекая въ чемъ-то. 

«...День за днемъ, усталый, измученный, бродилъ Пляттнеръ, 
такъ сказать, на порогв между двумя мрами, ни къ одному 
изъ нихъ всецЪло не принадлежа. 

«Въ концф-концовъ, это ему очень надофло, и онъ сталь 
сильно желать возвращеня въ нашъ трехмфрный мъ. 

«На девятый день, вечеромъ, Пляттнеръ, ходя по улицамъ 
Суссексвиля, споткнулся о камень и упаль на тотъь бокъ, гдЪ 
въ карманф его брюкъ лежала сткляночка съ зеленымъ порош- 
комъ. Раздался страанный взрывъ,—и Плятгнерь съ изумленемт, 
увидаль себя въ старомъ саду школы, лицомъ къ лицу съ ми- 
стеромъ Лиджетомт,..» 


Замфчаня къ «Случаю съ Пляттнеромъ». 


Разсказъ Уэльса не есть продукть «безпочвенной фантази», 
а скорфе образчикт, живого разсужденая по аналови. 

Мы, конечно, неспособны яредставить себф пространство 
четырехъ измфренй. Такъ что описаше, такъ сказать, внфшняго 
вида этого пространства и его обитателей всецфло оставляемъ 
на отвфтетвенности мистера Пляттнера и его вдохновителя 
Генри Уэльса. Но мыслить о пространствах, отличныхь отъ 
нашего, мы можемъ, какъ можемъ дЪлать болЪе или менфе вф- 
роятныя заключешя о такихъ пространствахъ — по аналоги. 
Аналомя, конечно, не доказательство, по’ иногда она можеть 
привести къ любопытнымь и даже полезнымь соображенямъ. 
Остроумный починъ въ этомъ отношенш сдфланъ такими глу- 
бокомысленными учеными, какъь Гельмгольць и Риманнъ, кото- 
рые для примЪра взяли болфе понятное и простое для насъ 
идеально плоское пространство— «пространство 98928 измврешй», 
въ, которомт, живуть, движутся и мыслять существа тоже, ко- 
нечно, двухь измфренй. Такое пространство можно (приблизи- 
тельно, впрочемъ) мыслить, какъ огромный листь не имфющей 
толщины бумаги, покрытый множествомь <«живыхъ» лин, 
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треугольниковъ, квадратовь и другихъ фигур, движущихся въ 
плоскоети листа. Движене это можеть происходить, понятно, 
только въ самой одной этой плоскости, такъ какъ третьяго 
измфреня нфть, и потому фигуры здфсь не могуть ни поды- 
матьея, ни опускаться вн плоскости. Обитатели такого пло- 
скаго м!ра, поэтому, не могуть имфть ни малйшаго предета- 
влешя о движент еще въ одном — перпендикулярномь напра- 
влеши и такъ же прикованы тфломь и мыслью къ своему двухм$р- 
ному пространству, какъ мы — кь нашему трехмфрному му. 
Самая идея третьяго измфрешя была бы имь столь же чужда, 
как, многимъ изъ насъ идея пространства 4-хь измрен!й. 

Каковы, напримфръ, жилища обитателей такого плоскаго 
м!ра? Это не что иное, какъ замкнутыя лини, открытыя сверху 
и снизу. Но будемъ помнить, что «верхъь» и «низъ» понятны 
только для насъ, существъ трехъ измфренй; обитателямь же 
двухмфрнаго мра эти понямя чужды, и они считають свои 
жилища прекрасно защищенными со вефхь сторонъ. Чтобы за- 
ключить обитателя плоскаго ма въ тюрьму, достаточно было 
бы начертить вокругь него замкнутую линию. Будучи самь пло- 
скостью, линей или точкой и не имфя возможности выйти изъ 
плоскости, онъ не можеть ни перешагнуть черезь стфны своей 
тюрьмы, ни подлфзть подъ нихъ, и онф были бы для него не- 
проницаемы, какь для насъ каменныя и желфзныя стёны съ 
поломъ и потолкомъ. 

Предположим, что этоть мрь о двухь измреняхь помф- 
щенъ въ самой серединф нашего ма о трехь измфрешяхь. 
Обитатели плоскаго ма, все же, не имфли бы ни малфйшаго 
понятя о трехмфрномь пространств$, ихъ окружающемъ. Они 
просто не замфчали бы всего нашего мфа и даже склонны 
были бы отрицать самое его существовано. Если бы кто-нибудь 
изъ нашего мра попаль №ь ихъ плоскость, они могли бы узнать, 
пожалуй, о существоваши другого мра. Но, конечно, такой 
пришелеци» казалея бы имъ существомь сверхъестественнымь. 

Въ самомь дЪлф, попробуемь представить себ ощущен!я 
обитателя «илоскаго» м!ра, когда онъ вдругь замфчаеть у себя 
въ спальиф, скажемь, человфка изъ нашего игра. Онъ, ложась 
спать, убфдилея въ прочности запоров, на случай ночного 
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вторженйя грабителя. И вдугъ, его изумленному взору предета- 
вляетея чудесная фигура, не похожая ни на что видЪнное иму, 
до сихъ поръ. Наше трехмфрное тЪло не было бы видимо 
плоскимь существамь въ обычномъ своемъ образ, и при ма- 
иЪйшемь движени вверхь оно совефмъ исчезало бы изъ виду— 
къ великому изумлен!ю «двухмФрца», — такъ мы будемь назы- 
вать это существо двухъ измфрешй. Но все время, пока чело- 
вЪкь находился бы въ пересфчени съ плоскимь м!ромъ, онь 
быль бы видимь для «двухмфриа» вь видЪ плоской фигуры, 
обладающей непостижимой способностью измЪнять свой видъ и 
чудесной силой движешя. 

Самый способъ, какимь неожиданный гость проник въ его 
дом, составляль бы для «двухмфрца» непостижимую загадку, 
настоящее чудо. Не подозрЪвая, что его домъ и спальня, будучи 
плоскими фигурами, открыты сверху, онъ не могъ бы додуматься 
до того, что человфку достаточно было просто перешагнуть че- 
резъ линйо, чтобы очутитьея въ его дом%. 

Юго удивлеше ие имфло бы границь, когда таинственный 
прителець сталь бы перечислять содержимое его кармановъ, 
шкафовъ, бюро, кассы, описывать внутренне органы тфла двух- 
мфрца и даже доставать изъ наглухо запертыхь ящиковь (на- 
глухо для двухмЪрца, конечно) любую вещь. ДвухмВрець во- 
образить бы, что пришелець умфеть проникать черезь стфны, 
что для него недЪйствителент, законъ непроницаемости матери, 
Мало того, — «трехмфрному» гостю ничего не стоило бы, глядя 
поверхъ двухмфрныхь стфнь, описаль самым подробнымь обра- 
зомъ, что творится въ сосфднихь, также наглухо запертыхъ, 
домахь, и даже далеко за горами и морями плоскаго ма. 
ДвухмЪрець при этомь рЪшиль бы, конечно, что его гость ода- 
ренъ даромъ ясновидзшя ит. д. 

Итакъ, разсуждая логически, нь ничего страннаго въ до- 
пущен! пространства со свойствами, отличными оть нашего, 
«Евклидовскаго», пространства. Ничего нЪфть страннаго въ ли- 
слимости пространства четырехъ измфренй, если только раз- 
суждештя о немъ не шагають за предфлы логики и даже эдра- 
ваго смыела. 
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Упомянемт еще о такихь весьма интересныхь примфрахъ, 
какъ симметрия и выворачиваше на изнанку. Еще велик фи- 
лософъ и малематикь Канть обратилъь внимане на иЪкоторую, 
словно бы, «тайну», связанную съ такимъ, казалось бы, про- 
стымъ предметомъ, какъ симметрия. Сравните вашу правую и 
лфвую руки,—он® совершенно сходны во везхъ подробностяхъ. 
А между тЪмъ всяюЙ хорошо знаеть, что эти, казалось бы, 
тождественныял тЪфла несовместимы, и правая перчатка не мо- 
жеть быть надфта на лЪвую руку. Запомпивъ это, пойдемъ 
далЪе и разсмотримъ свойства симметричныхь плоскихъ фи- 
гуръ. Воть передь нами два симметричныхь четырехугольника 
А и В (фиг. 102). Про нихъ нельзя сказать, что они не- 

совмфстимы. Правда, если просто 

надвизать В на А, то никакъ не 

удастся ихъ совмфетить, но стоить 

фиг. 102. перевернуть В, такъ сказаль, на л1- 

вую сторону, на изнанку,—и тогда 

обЪ фигуры не трудно будеть привести къ совмфщентю. Про- 

слЪдимъ, что собственно, мы сдфлали. Для того, чтобы пре- 

вратить фигуру В въ А, намъ необходимо было на время ото- 

рвать ее отъ плоскости, перенести въ мфъ трехъь измфренй и 
снова вернуть ее на плоскость. 

Но сколько бы мы ни поворачивали правую руку, мы ни- 
когда не превратимь ее въ лфвую. Отчего это? Да оттого, что 
для этого намъ нужно вывести руку за предфлы трехмфрнаго 
пространства, — совершенно такъ же, какъ мы только что вы- 
несли напть четырехугольникъ изъ двухмфрной плоскости въ 
мфъ трехь измфренй. Не покидая же нашего мра, мы такъ 
же не можемъ совместить симметричныя тфла, какъ «двухмфрцы» 
не въ состоя и совмфщаль плоскихъ симметричныхь фигуръ. 
Отсюда замфчательный выводъ: если бы человфкь былъ спо- 
собенъ хотя на мгновеше покинуть нашъ трехмфрный м, 
онъ могь бы вернуться къ намъ въ видф, симметричномъ самому 
себЪ: его правая рука сдфлалась бы лЪвой, сердце и желудокъ 
перемфстились бы на правую сторону, а печень — на лфвую. 
Словомъ, каждая частица его тфла, была бы перемфщена,— и все 
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это произошло бы чисто геометрически, безь малЪйшаго разстрой- 
ства организма—какъ у м-ра Плятгнера въ разсказЪ Уэльса. 

То же самое произошло бы со всякимъь предметомъ о трехъ 
измреняхъ, даже съ очень массивнымъ. Наибольшая пирамида, 
попавъ въ мЦуь четырехь измфренй, можеть быть перевернута 
очень легко. Кром того, всВ пустыя внутри вещи, какъ рези- 
новые мячи и пр., могуть быть вывернуты на изнанку безь вся- 
каго ущерба для матермала, ихъ составляющаго; напримръ, 
перчатка правой руки, посл® путешествя въ четвертомь изм? 
ренш, возвратилась бы перчаткой лфвой руки, и наоборотъ. 

Таковы нфкоторыя логичесмя заключеня, «по аналоги», о 
пространств® 4-хъ измфревй. 

И читатель теперь, надФемел, вполнЪ убЪдится, насколько 
уже не фантастически, а аналого-логически, если можно такъ 
выразиться, правь Генри Уэльсь во многихь существенныхь 
частяхъ своего разсказа. 

Взрывъ зеленаго порошка понадобился автору потому, что 
только 7осторонней силой можно существо какого-либо про- 
странства перенести въ другое пространство. ДЪлается также 
понятнымъ, почему организмъ Пляттнера посл «путешествия» 
сдфлалея собственнымъ своимь «зеркальнымь изображешемъ», 
«Понятно», почему Пляттнеръ получить способность проходить 
сквозь стфны нашихъ домовъ. «Понятно», пожалуй, даже и то, 
что сквозь его тфло проходили его ученики. Словомь, теперь 
понятны мномя остроумныя детали разсказа. Непонятно, по- 
жалуй, какъь это такъ, все же, у Пляттнера сохранилась сна- 
чала въ рукахъ (а не прошла черезъ тЪло) сткляночка съ остат- 
ками зеленаго порошка? Какъ, потомь, она могла удержаться въ 
его карманахъ... Ну, да это, какъ и «описаше» внЪшности 
мра 4-хъ измфренй, уже всецфло оставляется на отвЪтетвен- 
ности остроумнаго автора. Во всякомь случа разсказъь его— 
замЪчательный и единственный въ своемт, родЪ разеказъ. 


Математика въ природф, 


«Золотое дфлене>. 


Подъ назвашемь «золотого дфленя», «золотого сфченя» 
или даже «божественнаго дфлешя» у древнихъ геометровъ было 
извфстно дфлеше <вь крайнемь и среднемь отношенш», во- 
шедшее теперь во веф наши школьные учебники. Напомнимъ, 
въ чемь оно состоитъ. 

Раздфлить данную величину «65 крайнеме и среднем» отно- 
шеши», значить раздфлить ее на тая двф неравныя части, 
чтобы болышая относилась къ меньшей, какт вся величина отно- 
сится къ большей части. Въ алгебраическихь символахь это 
выравитея такъ. Если @ ость величина, подленеицая дфлению, 
ат на — 2 искомыя части (большая и меньшая), то между 
величинами а; хи а—2 должна существовать слфдующая иро- 
порцональная зависимость: 

Г. 2 


т, е, р есть среднее геометрическое межлу а иа-—хж. Изь этой 
пропорщи легко опредфлить п значене х. По свойству пропор- 
ци имфемь: 


откуда 
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РАшивь это квадратное уравнене, получавмь, что 


т 
И5— 1 
т в о 
УБ-| 
2. = — 6 г! 
5 2 


Условно задачи непосредственно удовлетворяеть лишь пер- 
вый корень. Отрицательный корень также имфеть извЪет- 
ное вначеше, но мы его здЪфсь разематривать не будемъ. 

Итакъ, запомнимь, что большая часть величины а, равд\- 
ленной въ крайнемъ и среднемь отношени, равна иррацональ- 


ИБ 1 


ному выражен тю а 


ВЕ. 


Отношеше этой части къ ифлому, т. ©. @— =: 


— 5. Таково же, согласно пропорщи, должно быть и отно- 


шен!е меньшей части къ большей. Если мы пожелаемь вычис- 
лить это выражене, то получимъ безконечную неперюдическую 
дробь: 

В 0.61804... 

И воть оказывается, что эта на первый взглядь столь искус- 
ственная пропорщя, которую нельзя даже выразить ращонально, 
имфеть широкое примфнене въ природ. Приведемь тому два 
прим$ра—одинъ изъ анатоми человфческаго тфла, другой — 
изъ морфологш") растений. 

Что части красиво сложеннаго человЪческаго тЪла отвфчають 
извзстной пропорщи —это всявЙ знаеть: недаромъ мы говорим 
0 «пропорцюнально> сложенной фигур$. Но далеко не вс знають, 
что здфеь имфеть мЪето именно та пропорщя, которую древн! 
называли золотымь дфлешемьъ. Античныя статуи— лучшее дока- 
зательство того, что древше ваятели хорошо знали о примЪне- 
ни золотого дфлешя къ расчленению человфческаго тфла. 


') Отдьль ботаники, носящй названю «морфологи», изучаеть строене 
органовъ растенй и, слфд., соотвЪтетвуеть анатом животных. 
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Идеально сложенное человЪческое тЪло, можно сказаль, все- 
цфло построено на принцип золотого дфленя. Если высоту 
хорошо сложенной фигуры раздфлить въ крайнемь и среднемь 
отношении, то лишя раздфла придется как разь на высот 
тали, пли, точнЪе, пупка. Особенио хорошо удовлетворяеть этой 
пропорщи мужская фигура,—и художники давно знають, что, 
вопреки общему мнЪфнйю, мужчины красивфе сложены, нежели 
женщины. 

На любой античной ста- 
Ъ можно провЪрить этоть 
своеобразный законъ. Но 
дЪло этимъь не ограничи- 
вается, Если каждую изъ 
полученныхь частей въ 
свою очередь разд®лить въ 
крайнемь и среднемь от- 
ношенш, то линйя раздфла 
пройдеть опять таки Въ 
вполнф опредфленныхъ 
(анатомически) пунктахъ: 
на высотБ такъ наз. Ада- 
мова яблока и надколфн- 
ныхь чашекъ. На фигурЪ 
103 обозначено расчленене 
сталун Аполлона Бельведер- 
скаго: / дфлить вею высоту 
АОИ фигуры въ кр. и ©. 
отношени; лишя Е дЪлить 
точно такъ же верхнюю часть туловища (короткая часть вверху), 
а линя О—нижнюю часть (короткая часть внизу). 

Но и это еще не все. Каждая отдфльная часть тВла-—-голова, 
рука, кисть и т. д. также расчленяетея на естественныя части 
по закону золотого дфленшя. Раздфливъ въ крайнемь и среднему 
отношенш самую верхнюю изъ полученныхь прежде частей (см. 
фиг. 104), мы убЪдимся, что раздЪль придется на лини бровей 
(5); при дальизйшемь дфленш образовавшихся частей получим 
послфдовательно: кончикъ носа (с), кончик подбородка (4) ит.д. 


Фиг. 108. 
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Рука (фиг. 195) при расчленени согласно принципу золотого дфле- 
шя распадается на свой анатомически 
части— плечо, предилечье, кисть. ПослЪд- 


Фиг, 104, Фиг. 105. 


няя въ своемь расчленени также отвфчаеть этому принципу 
(фиг. 106)—и т. д. 

Если бы съ самаго начала мы раздЪлили тЪло человЪка въ 
крайнемь и среднемь отношени такъ, чтобы меньшая часть 
была не вверху, а внизу, то оказалось бы, 9] 
что линйя раздфла проходить черезь концы +5 
свободно свисающихь рукъ'). Словомъ, рас- Зв) 
членене наружных формъ правильно сло- 
женнаго человфческаго тЪла подчиняется до а 
мельчайшихь частей принципу золотого дфле- 
ни. Этоть замфчательный закон быль хорошо 
извзстень древнимь, но честь воскрешеня 
его принадлежить нфмецкому ученому Цей- 
зингу, который въ половинф прошлаго сто- 
дЪия выпустить книгу, спешально посвященную примфнентю 
золотого дфленя въ природЪ и эстетикЪ,—ибо оказывается, что 


Фиг. 106. 


') Ранке, <ЧеловЪкъ»; Проф. Брандть, «Антропологическю очерки». 


ВЪ ЦАРСТВ СУЕКАЛКИ. 16 


тоть же законъ въ широкихъ рамках примнимъ и въ изобра- 
зительныхь искусствахъ, и въ архитектурЪ, и музык® и даже сти- 
хосложени. Останавливаться на этой интересной тем% не входить 
въ нашу задачу, и мы можемь отвести ей лишь немного мЪета. 


Золотое дьлене въ эстетикф. 


Существуеть, какъ извфетно, опредфленный геометрический 
способъ дфленя даннаго отрЪзка въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шенш, —способъ хотя и не сложный, однако же и не слишкомъ 
простой. Изъ людей, проходившихь геометрию, добрыхъ девять 
десятыхь его забываютъ. Но оказывается, что мы часто совер- 
шенно безсознательно выполняемь это дфлеше, при чемь люди, 
никогда не изучавице геометрии, дфлають это нисколько не хуже, 
ЧЪмь записные математики. Для 
этого достаточно обладать лишь раз- 
витымъ художественныхмь вкусомъ. 

Примфровъ такого безсознатель- 
с о 180 прим$нен!я принципа золотого 

дфлешя можно привести сколько 
угодно. Возьмемь хотя бы обыкно- 
венный кресть. Всф замфтили, в%- 
роятно, что фигура эта гораздо изящ- 
не, если меньшая перекладина 
помфщаетея не ровно по серединЪ 
большей, а немного повыше. 

Кели бы вамъ предложили са- 
мимтъ устроить кресть изъ двухъ 
планокъ, то вы, послЪ нЪеколькихъ пробъ, придали бы ихъ дли- 
намь опредфленное отношене и расположили бы вполнф опре- 
дЪленнымь образомь. Окажется при этомъ, что меньшая пере- 
кладина будеть дфлить большую въ крайнемь и среднемъ отно- 
шени. Другими словами, вы совершенно безсознательно прим*}- 
нили здфсь пропорцио золотого дфленйя: отрёзки АМ, МВи АВ 
(см. фиг. 107) будуть удовлетворять иропорцуи: 


АМ: МВ= МЬ: АВ. 


А 


Фиг, 107. 
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Любопытно однако, что части меньшей перекладины должны 
быть равны, чтобы удовлетворять чувству изящнаго. На этомъ 
прим рф очень ясно обнаруживается свойственная намъ склон- 
ность предпочитать симметрию въ горизонтальномъ направлени 
и золотое дзлене въ вертикальномъ. Не потому ли, что и 
человЪческое тёло построено по этому принципу? 

Воть еще одинъ примфръ той же категорш. Въ 60-хъ годахъ 
истекшаго столфМя члены Рижскаго общества естествоиспыта- 
телей предприняли слЪдующее любопытное изслфдоване: они 
собрали нЪеколько тысячъь визитныхь карточекь различныхъ 
лицъ и опредфлили отношене длинъ ихъ неравныхъ сторонъ. 
Изъ многочисленныхъ цифръ вывели среднюю и оказалось, что 
она довольно точно подходить КЪ «крайнему и среднему отно- 
шеню». Принципь золотого дзленйя сказался, слфдовательно и 
здфсь. Очевидно, выбирая форму карточки по своему вкусу, мы 
безсознательно руководимся 
этимь принциномъ. Намъ 
представляются одинаково 
некрасивыми и квадратная 
и слишкомъ удлиненная 
прямоугольная форма — и 
та и другая грубо нару- 
шаеть пропорщю золотого 108 ПоВАНОН, 
дЪленя. 

То же наблюдается и во многихъ другихъ случаяхь, гдЪ 
прямоугольная форма предмета не зависить оть притязаний 
практики и можеть свободно подчиняться требованямъ вкуса. 
Прямоугольная форма книгь, бумажниковъ, фотографических 
карточекь, рамокъь для картинъ—болЪе или менфе точно удо- 
влетворяеть пропорщи золотого дзленя. Даже таше предметы, 
какь столы, шкафы, ящики, окна, двери—не составляють 
исключен!я: въ этомъ легко убЪдиться, ввявь среднее изь мно- 
гихъ измфрен!й. 

Въ архитектур мы имфемъ дфло уже съ боле или менфе 
сознательнымь примфнешемь того же принципа. Для примфра 
раземотримъ одно изъ знаменит$йшихь произведенй древне-гре- 


ческой архитектуры — Пареенонъ (фиг. 108). Длина его архитрава 
16* 
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107 футовъ, высота же всего здашя оть основашя до вер- 
хушки—65 фут. Эти дв цифры, ширины и вышины, вполн% 
удовлетворяють пропорщи золотого дфленя: если взять 0,618 
оть 107, получимь 66,27—т. е., пренебрегая дробью, высоту 
зданя. Если высоту Пароенона разбить на части по пропорщи 
золотого дфлешя, то окажется, что всф получающяся при этомь 
точки обозначены характерными выступами фасада. 

Произведеше готической архитектуры также часто удовле- 
творяеть тому же математическому принципу. 

ПослЪ этого отетуплешя въ область эстетики, вернемся снова 
къ нашей основной тем — малематика въ природЪ. 


Законъ листорасположения. 


Листья на стеблЪ могуть располагаться двояко: либо къ из- 
вБетному пункту стебля прикрЪфиляетея всего одинь листь, либо 
сразу нфеколько. Въ томь и другомь случа расположеше ихь 
не случайно и подчиняется опредфленнымь математическим за- 
конамъ. Мы раземотримь здфеь только первый случай, боле 
общ и интересный. ы 

Если вы внимательно разсмотрите вЪточку съ одиноко сидя- 
щими листьями, то замфтите, что основашя черешковъ распо- 
лагаются по винтовой линш: каждый слфдующйй листь при- 
крФиляется повыше и въ сторону оть предыдущаго. Это выступить 
отчетливфе, если соединить послфдовалельно основашя листьевъ 
ниткой —она будеть обвивалься вокругь стебля въ формЪ пра- 
вильной винтовой или спиральной лини. 

Слфдя за расположешемт листьевь на этой спирали '), мы 
непремЪнно наткнемся на таке листья, которые сидять одинъ 
надъ другимъ,—по образующей цилиндрической поверхности 
стебля. Часть спирали, заключающаяся между двумя такими 
листьями, называется въ ботаник® цикломь; въ предфлаху, одного 
цикла спираль можеть нЪсколько разъ огибать стебель, въ зави- 
симости оть ея крутизны. 


1) Строго говоря, терминъ «винтовая лин!я» зд$сь умВетнЪе, нежели «спи- 
раль>, но въ ботаник установилось употреблен!е второго термина, котораго 
мы и держимся. 
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Въ ботаник» листорасположеше характеризуютъ числомъ 0б0- 
ротовъ спирали и числомъ листьевь — въ предфлахь одного цикла. 
Для краткости и удобства обозначають листорасположене въ 
видф дроби: въ числител® пишуть число оборотовъ одного цикла 
спирали, а въ знаменател$ число листьев въ этомъ цикл$. Такт, 


3 
дробь 8 показываетъь, что одинъ циклъ спирали трижды обходить 


кругомъ стебля, и что въ этомъ цикл 8 листьевъ. Легко понять, 
что та же самая дробь выражаеть и уголь расхождения двухъ 


соефднихь листьевьъ—въ данномь случаф < окружности, т. е. 


3 5 
1359. Отсюда слфдуеть также, что дроби 8 и 8 выражаютъ, 


въ сущности, одно и то же листорасположене, ибо уголъ въ Я 


} 5 
окружности дополняетъ до 360 уголъ въ 8 окружности. Равзлич- 


ныя цифры получаются въ зависимости оть того, что въ одномъ 
случа спираль вели, напр., справа налфво, въ другомъ —слФва 
направо. | 
: Каждый видъ растеншй имфеть свое листорасположене, или, 

вфрн%е,—свой уголъ расхожден!я листьевъ, который выдержи- 
вается съ большой или меньшей строгостью во всзхъ его частяхъ 
и распространяется не только на листья, но и на расположене 
вЪтокъ, почекъ, цвфтовъ, чешуекъ внутри почекъ. Но этотъ 
уголъ, варьируя отъ растеня къ растеншо однако непроизво- 
лень: во всемъ растительномь мфЪ наблюдается сравнительно 
небольшое число типовъ листорасположеня, выражающихся не- 
многими дробями. Вотъ табличка наиболфе распространенныхъ 
листорасположенй: 

| В 8 

В В. 

Ботаники давно замЪтили, что рядъ этоть отличается одной 
любопытной и довольно неожиданной особенностью, а именно, 
что каждая изъ этихь дробей (начиная съ третьей) получается 
изъ двухъ предыдущихь черевь сложеше ихь числителей и 
знаменателей. 


Такъ 
2141 8 _ 345 


5 2-9 м вые 


Поэтому достаточно запомнить только двф первыя дроби, 
чтобы удержать въ памяти всю табличку. 


Однако, въ чемъ разгадка этого страннаго свойства дробей 
листорасположеня? Этимъ мы сейчасъ и займемся. Прежде 


р, 


, 5 и т. д. равнозначу- 


я| в 


всего замфнимъ въ табличек» дроби 


8 6 
ЩИМИ ИМЪ б. = 2 
щ ь дробями вит. д—мы вфдь знаемъ уже, что 


такая замфна вполн® допустима, ибо эти дроби выражають одно 
и то же листорасположене. Получимъ рядъ 


5 8 в 


А 
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гдВ числители и знаменатели послфдовательныхь дробей даютъ 
уже извфетный намъ рядъ Фибоначчи (см. стр. 165). Разгадка 
раскрывается довольно просто и находится въ тфенфйшей связи 
опять таки съ принципомъ золотого дфленя. 
Въ самомъ дфлЪ, не трудно УбЪдиться, что дроби только 
что приведеннаго ряда суть простёйнИя приближеня величины 
Е 
и, найденныя путемь разложеня ея въ безконечную не- 


прерывную дробь: 


Иб—1_1 
ЕЕ 


Заинтересовавшее нась выше правило составленйя ряда, 
(черезъ сложение числителей и знаменателей) есть просто слд- 
стые закона составления подходящихт дробей при знаменател\ 
равномъ единиц$: 


Итакъ, къ чему же мы пришли? Въ правилу, что листья 
на стебль стремятся расположиться таким образом, 
чтобы раздълить окружность стебля вг крайнемз и среднемз 
отношении, —избирая притомз простъйшия приближеная 
этой пропорши. 

Простьйишя,— ибо въ теорш непрерывныхъ дробей дока- 
зывается, что подходящия дроби, при данной степени приближе- 
ня, отличаются наименьшими числителемтъ и знаменателемь: не 
существуеть никакой иной дроби, которая, имфя меныше члены, 
нежели взятая подходящая, выражали бы искомую величину 


точн\е. 


ЗамЪчательная связь, существующая между листорасположе- 
немъ и пропорщей золотого дфлен!я, была открыта болфе 60-ти 
дфть тому назадъ уже упомянутымь выше Цейзингомъ и опу- 
бликована въ его трудЪ «Эстетическя изысканя» (Аезейзеве 
Когспипоеп. Егапсйи а. М. 1855). Но это открыме почему-то 
забыто и притомь такъ основательно, что когда пишупий эти 
строки, въ свои студенческе годы, самостоятельно подмфтиль 
эту законосообразность и обратился за разъяснешемь къ про- 
{фессору — выдающемуся авторитету въ ботанической наук\, 
то спещалисть откровенно сознался, что ему ничего неизвЪетно 
о связи листорасположеня съ золотымъ дфленемут.... 

Труды Цейзинга (откуда заимствованы нфкоторые изъ при- 
лагаемыхъ рисунковъ) стали теперь р®дкостью. На русскомъ 
язывЪ въ 1875 г. была издана анонимная брошюра «Золотое дЪле- 
не, какъ основной морфологическй законъ въ природЪ и искус- 
ств» (Москва). Но и ее можно досталь только-у букинистовъ. Зна- 
менитый художникь и ученый Леонардо-да-Винчи хорошо пони- 
малъ и цфнилъ эстетическое значен!е золотого сфченя; подъ его 
вмяншемь и при его сотрудничеств% было написано въ 1609 
году сочинеше Луки Пачюло «Божественное дФлен!е» (Птуша 
ргорог0), гдЪ эта тема трактуется съ большой обстоятельностью. 


ВЕ 


Математический инстинкт пчелъ. 


Задолго, быть можеть, до появлешя человфка на земномт, 
шарЪ, ичелы разрыпили задачу, представляющую ие малыя 
геомстричестя трудности. Хотя она разрЪшается средствами 
элемемтарной математики, но не думаемъ, чтобы ученики вы- 
пускного класса были довольны, если бъ имъ на экземенЪ пред- 
ложили эту «ичелиную задачу». 

Архитектура соть съ ихь шестигранными ячейками извфстна 
всякому. Однако далеко не воф знають, съ какимъ поистина 
поразительным расчетомъ он сооружаются. Стремясь возможно 
«экономнфе использовать мЪето въ тфеномъ ульЁ и возможно 
меньше затратить драгоцфннаго воска, пчелы показали себя не 
только трудолюбивыми архитекторами, но и отмфнными мате- 
матиками. 

Остановимся прежде всего на шестиугольной форм ячеек 
п разберемь, почему пчелы отдали предпочтее этому много- 
угольнику. Передъ ними столла задача- заполнить данную ило- 
скость правильными многоугольниками силошь безз просвъ- 
21065 — ибо улей тфсент и надо использовать каждое мЪетечко. 
Паюе многоугольники тодятея для этой цфли? Воту первый во- 
просъ, и мы займемся его разсмотрЬиемъ, 


Сумма угловъ всякаго многоугольника == 24 (п — 2), слёд, 
каждый уголь правильнаго многоугольника о и сторонахуь - 

24(® —2) 

Й 

какую-либо плоскость, то вокругь каждой вершины ихъ долино 
быть расположено цфлое чиело такиха» угловъ. Другими словами, 
правильный многоугольник только тогда годится для сплошного 
заполненя плоскоети, когда уголь сего, повторенный № разъ, 
составить 44. Поэтому мы можемь составить слфд. уравневе: 


Если тавте многоугольники селошь заполняють 


24(# — 2 
1.24 2) Шаг 


Й 
Сокраливъ на @ и сдфлавь упрощен я, получим: 
эф — 2% —91:=0...,...... (1) 
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гдЪ и — число угловъ (или сторонъ) многоугольника, а #—чиело 
многоугольниковъ, имфющихь общую вершину. Слёд., ии й 
должны быть числа цфлыя и положительныя. Намъ остается 
найти всф цфлыя и положительныя рёшеншя этого неопредЪлен- 
наго уравненя 2-й степени. | 
Для этого придется сдЪфлать рядъь преобразован. Опредф- 
ливЪ # изъ уравненя (1), имфемт: 
РА 


2 - 


4 


?азсматривая равенство 


мы ВИДИМЪ, ЧТо 9 будегь цЪлымъ числомъ лишь тогда, когда 


частное 5 будеть число цфлое; другими словами — когда 
—2 


(—2 булетъь однимъ изъ дфлителей числа 4. Такихъ дфлителей 
немного, и ихъ легко найти всЪ: 4, Зи 1. ДальнЪйций ходу 
рпеня ясентъ. 


Итакь, только три рЪшентя удовлетворяютъ нашим усло- 
"здовательно, только три правильныхъ многоуголь- 


вямъ и, С \ 
ника могутъ заполнить плоскость сплошь, без просв тон. Это— 


треугольникъ, квадратъ и шестиугольникъ. Въ первомь слу- 
чаЪ къ каждой вершин будуть сходиться 6 многоугольниковъ, 


во второмъ—4, въ третьем —8. 


Какому же изъ нихъ надо отдать предпочтеше? При устрой- 
ствф торцовыхь мостовыхъ шаткамь придають шестиугольную 
форму, —но дЪлается это просто потому, что тупые углы (120) 
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менфе скалываются, нежели прямые углы квадрата или острые—- 
треугольника (замфтимъ, къ тому же, что дерево колется вдоль 
годичныхь слоевъ, имфющихь форму концентрическихь кру- 
говъ). Пчеламь съ этимъ особенно считаться не приходится, 
зато имъ крайне важно экономить воскъ для стфнокъ ячеект, 
Значитъ, надо опредФлить, какой изъ этихъ многоугольниковъ, 
при равныхъ площадяхъ, имфеть наименьший контуръ. Это вто- 
рой математичесый вопросъ, также правильно разрфшенный 
пчелами, ибо изъ трехъ упомянутыхь фигуръ шестиугольникъ 
какъ разт имфеть наименышй контуръ. 

Въ самомъ дфлф. Вообразимт, правильные треугольникъ, 
квадрать и птестиугольникъ, имфюпце одну и ту же площадь 5, 
и сравнимъ ихъ периметры. 

Для Д-ка изъ равенства 


2 
5—8 РЗ 
4 
находимт сначала сторону а, а затЪмь и периметрь Р, =34 
ТР: 
Р=6 —. 
ИЗ 


Для квадрата имфемъ, что сторона его 6 = 5, а слфлов. 
периметрь 
В = 4 | 5. 


Для правильнаго шестиугольника со стороной с имЪемь: 


‚36 ИЗ 
Э—= о 
откуда периметрь 
88” 
и ть 
- ЗУЗ 


Отношен!е: 
Г 99 2: 


7-Я - й 1 
Ро: Р—6 :4ро: ИВ: ВИ 6= 
НО Ут» у зуз 873: 518 


—1: 0,905 : 0,816, 


откуда ясно, что периметрь шестиугольника (Р.) наименьший. 
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Но и это еще не вс математичесые вопросы, разр тенные 
пчелами. Самую трудную задачу намъ еще предетоить раз- 
смотрЪть. Она-то собственно и есть та <задача о пчелиныхь 
ячейкахъ», которою занимались ученые ХУШ вфка. Полное 
рЪшене ея принадлежить извёстному математику Маклореню, 
который занялся ею по совфту натуралиста Реомюра. Ниже мы 
помфщаемъ задачу и ея рьшеше въ томъ видф, какъ они при- 
ведены въ курсф алгебры Н. Н. Маракуева. 


Задача 69-я. 
0 пчелиныхъ ячейкахъ. 


На продолжени оси ОО’ правильной шестиуголь- 
ной призмы возьмемъ точку 5. Черезъ эту точку и черезъ 
каждую изъ сторонъ равносторонняго треугольника 
АСЕ, полученнаго соединенемт 
зрезъ одну изъ вершинъ верхняго 
основашя призмы, проведемъ ‘три 
плоскости, по которымъ отрЬжемтъь 
отъ призмы три тетраэдра ВАСК, 
РСЕН и ЕЕАЁ и замБнимъ ихъ 
однимъ тетраэдромь АСЕ, по- 
ставленнымъ надъ призмой. Но- 
вый многогранникъ будетъ ограни- 
чентъ сверху тремя ромбами 5АКС, 
©СЕН, ВЕА1; объемъ его всегда 
равентъь объему взятой призмы, гдВ 
бы ни взять точку & на оси, ибо 
пирамида &АСЕ составлена изъ 
трехь пирамидь ЗОЛС, бОСЕ и д: В 
бОЕА, соотвЪтственно равныхъ 
тремъ отр5заннымъ пирамидамъ. 
Такъ, пирамида ЗОАС=пир. КАВС, ибо онф имфютъ 
равныя основашя (АОАС— ААВС, какъ половины 


Фиг. 109. 
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ромба АВСО) и равныя высоты УОиКВ (по равенству 
прямоугольныхъ ‘треугольниковт, бОГ и КВ]. 

Имя равные объемы. многогранники имфютъ, од- 
нако, различныя поверхности, и задача состоить вь 
опредълени точки 5’ такь, чтобы поверхность ново де- 
сяпипранника имтьла нацменыиую величину. 


Рьшен!е задачи. 
Пусть АВ=а, ВВ'= 00'=, ВК= ВО; вь та- 
= 


комъ случа»: АС-=а/3; 51=И 90° ОГ2= и а ле -- 


Е а? усл. К = Иа; 


площадь ромба БАКС, равная полупроизведеню д!агоналей 
у а 1 Я ЕБЕТ 
АС и 5К, выразится формулою О а/ За 122”; площадь тра- 
2 


: а 1 
неци СКР’С’— формулою 54 (26 — 2). СлЪдоват., поверхность 


многогранника, не считая основания, выражается формулою 


5 3 уз - 1222 За (26 — 4), 


Или 
за 5 Иа" -| 125-126 —#|. 


Постоянный множитель За не вияеть на услошя тах. и 
пий., и потому вопроеь приводится въ опредфленю питипашг’а 
скобочнаго выражения. Положиву, 


1 
Иа" |- 1222 -|- 26 —х=т 


и освободивъ это уравнеше оть радикала, найдемъ 
81° 8(т— 26) з-| За? —4 (т — 2)? =0, 
откуда 
И [2 (т — 6) — а? | 
т ЕН 
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Чтобы х было дЪйствительно, необходимо, чтобы 


р] 


р р а? а 
3 (т — 26} — а? 50, или (т — 26} = 5 или т — 26 = УД 


Осюда шипит. (т) =26-- — 2 Помножимъ на За, найдемъ 


что искомая минимальная поверхность равна 


ба +, 
И? 


1 сы 
а соотвЪтстующая величина 2 = т ау 2. 


Формула д показываетъ, что разность двухъ смежныхъ б0- 
ковыхЪ реберь должна быть равна четверти д!агонали квад- 
рата, построеннаго на сторон шестиугольника, служащаго осно- 


вантемь призмы. 
3“ И 3. 
Поверхность призмы, не считаяосновашя, былабыба5--—— 


=) поверхность многогранника м инимальной поверхности меньше 


И2) поверхности шестиугольной призмы, имЪю- 


нара (И: 


щей то же основаше и тоть же объемъ. 
Легко видЪть, что для треугольника КВТ имфеть мЪето 
пропорщя 
ВК: ВЕ ЛК: ИЭ:УЗ, 


откуда (при помощи тригонометрии) найдемъ, что уголь ВИК = 
—85515'62". 

Остается прибавить, что ячейки пчель суть именно таке 
десятигранники съ наименьшей поверхностью, т. е. шестигран- 
ныя призмы, ограниченныя съ одной стороны шестиугольникомь 
(входъ въ ячейку), сь другой тремя ромбами подъ указанным 
угломъ (дно). Два слоя ячеекъ вилотную входять другь въ друга 
острыми выступами своихь доньевь и обращены открытыми 
шестиугольниками въ противоположныя стороны. Каждая пара 
такихь слоевь и составляеть соть, 
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Столь совершенная архитектура ичелиныхь соть, съ мате- 
матическимь расчетомь и экономей использующая помфщеше 
улья и строительный матермаль (воскъ), уже давно приводить 
въ изумлене наблюдателей. Еще Паппусъ, математикь ТУ вЪка, 
по Р. Хр., обратиль внимаше на строго геометрическую форму 
лчеект. Дарвинь пытался объяснить возникновение этого слож- 
наго инстинкта ичелъ своей теорий естественнаго отбора, а именно, 
онъ допускаеть, что предки нашихъ ипчель сооружали ячейки 
цилиндрической формы, и что эти цилиндры, тфеня другъ друга, 
постепенно превратилиеь въ шестигранники. Однако его теоря 
далеко не объясняеть везхъ особенностей структуры соть (напр. 
того, что ячейки при данномь объемв имфють наименьшую по- 
верхность). НЪФть сомнзнйя, что мы стоимъ здфеь предъ одной 
изъ глубочайшихъ загадокъ природы. 


Мукъ геометръ. 


Если пчелы разрфшили задачу изъ курса элементарной ма- 
тематики, то небольшой жучокъ семейства слониковъ разр%- 
шилъ еще болЪе трудную задачу— изъ курса высшей математики. 

Зоологическое назване этого жука-мате- 

матика ВЛупсез Фейшае, а народное — 

березовый слоникь. Этоть маленький (4 ми- 

ы ` лиметра), черный, блестяшйй жучокъ сь 

в Но а: длинным хоботкомь нмфеть привычку 
метрь вл, увеличенномь  СВертывать въ трубки листья березы, ольхи, 
видф. Черточка внизу бука, чтобы положить въ нихъ свои яички. 
даетт, понят о его на ольшого удовольствия садоводамъ и лфсо- 
Е ыы водамъ березовый слоникъ, конечно, не 
доставляеть, но зато онъ способенъ привести въ восхищене 
математика, если послЪдн!й обратить внимаше на способъ, каким 
жучок свертываеть листья. Въ общихь чертахь эта манера 
кова. Предварительно слоникъ прогрызаеть близь основашя 
листа двф кривыя лини, которыя идуть оть средней жилки къ 
краямъ (см. фиг. 111, цифра 3). ПослЪ этого онъ свертываеть 
въ трубку сначала одну половину листа, а затзмъь обвертываеть 
эту трубку другой половиной. Получается нфчто въ род% сигары, 
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которая и остается висфть на черешк® (фиг. 111, цифры 4 и 5), 
укрывая положенныя внутри ея яйца. Все это длится около 
получаса. 

Математичеей инстинкть березоваго слоника проявляетел 
въ выборв формы кривого прор%за, который онъ дфлаеть на пла- 


Фиг. 111. Жукзчеометуь. 1 и 3—Березовый слоникъ. 8—алиеть, на которомъ 
показаны форма и положеше прорЪзовъ. 4 и 5—свернутые листья. 6—личинка. 
71—слоникъ въ увеличенном вид. 


стинк$ листа. Эта кривая выбирается далеко не случайно и 
находится въ нфкоторой, довольшо сложной, — однако вполн% 
опредфленной— связи съ формой самаго края листа. Вы можете 
Убфдитьея въ этомь на опытВ. ВырЪжьте изъ бумаги фигуру 
листа (фиг. 112) и попробуйте свертывать ея половины въ 
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трубку, какъ это дфлаеть слоникъь, прорФзавь предварительно 
листь у его основаня. Окажется, что если прорфзъ сдфланъ по 
прямой 04 или по дугамь оба и оеа, 
свертыване удается далеко не такъ 


а легко и удобно, какъ въ томъ случа, 
“когда надрЪзу придана форма 5-образ- 
ной лиШи оса или 0ое4. Для полнаго 


ще успЪха дфла важно, чтобы эта 9-0б- 

разная кривая имфла вполн% опредфлен- 

ную форму и занимала опредЪленное 

положене по отношению кь краю ли- 

ста. Въ терминахь такь называемой 

Фиг. 112, выешей митематики эта взаимная связь 

можеть быть выражена такъ: лия про- 

рЪфза должна быть «эволютой» краевой лин листа; или, что 

то же самое, краевая лин я листа должна быть «эвольвентой» 
лини прор%за. 

Эволюта и эвольвента. 

Постараемся объяснить кратко и наглядно, что такое «эво- 
люта» и «эвольвента». Обратите внимаше на фигуру 113. 
ЗдЪеь изображены двф кривыя— окружность О и кривая АВСОЕ. 
Зависимость между ними 
та, что каждая касатель- 
ная къ кривой 0) перпен- с 
дикулярна къ кривой я 
АВСЬЕ. Если дв% кри- 
выя находятся между со- 
бой въ такой зависимо- о 
сти, то ту, которая пер- 
пендикулярна къ каса- 
тельнымъ первой кривой, Е 
называють эвольвентой Фиг. 113. 
или развертывающей, а 
первую —эволютой или разверткой. Въ нашемь прим р» кругь 
( будеть эволютой, а кривая АВОЮЁЕ—эвольвентой. 

Если вы желаете по данной эволютв построить ея эволь- 
венту, то можете поступить слфдующимь обравомъ. Начертите 
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эту эволюту на толстомь картонф или деревв и вырЪжьте ее 
по краю. Положите вашу картонную эволюту на лиеть бумави, 
запрзпите нить Аа въ точкВ а (ем. фиг. 113); на другомъ же 
конц нитя сдфлайте петельку и вставьте въ нее карандануь. 
Теперь наматывайие нить на эво- 
люту, слфдя за тЪмь, чтобы нить вее | 
время оставалась натянутой. Тогда 
конець А начертить вамьъ эволь- 
венту взятой кривой. Это строго до- 
казывается въ курсахъ аналитической 
геометрии. 

Вы могли поступить и иначе — 
а именно, предварительно обмотать 
нить кругомъ эволюты и, держа въ 
патянутомъ видЪ, разматыветь се. 

Въ этомь случаЪ вы получите ту же 
‘амую эвольвенту, что и ранфе. 

Отсюда, слЪдуеть, между прочимь, 

что касательныя эволюты (он же и 
радгусы кривизны эвольвенты) равны 
длинЪ той части эволюты, съ которой 
он% смотались. Другими словами: если 
мы начали сматывать съ точки х 
(фиг. 113), то длина прямой еЕ равна 
длинф дуги ех, 4) — Чех, с@(— 
— 640% ит. д. 

Обратно, если по данной эволь- Фиг, 114. 

вентф надобно начертить ея эволюту, 
то проводять къ эвольвентв рядъ нормалей (периендикулярныхь 
лин), которыя, пересЪкаясь одна сь другой, образують нЪко- 
торую ломаную линйо. Вписавь въ эту ломаную линйо кривую, 
касательную къ ся элементамь, вы получите искомую эволюту. 


Ъ ЦАРСТВ СУКБАЛЕИ, 17 
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Задача 70-я. 
Построене жука-геометра. 


Воть такого-то рода задачу— постройки эволюты по данной 
эвольвент?—и рфшаеть березовый слоникъ. На той половинЪ 
листа, которая потомъ послужить внутренней трубкой, онъ вы- 
грызаеть эволюту краевой лини листа. Вели для лини надрЪва 
Афе4едйЯт (см. фиг. 114) построить ея эвольвенту, то эта 
послфдняя будеть имфть форму кривой АВОРЕСТКТау, 
весьма близко подходящую къ краевой лини листа. 

Прорфэъ другой половины листа, которая облекаеть пер- 
вую, не отличается такой математической правильностью. Этого 
и нельзя ожидать, такъ какъ вторая половина не свертываетея 
свободно, какь первая, а навивается на первую. 

На мукЪ-геометрь мы и закончимь нашу бесфду о «мате- 
матик® вь природ%>. 


«Новыя начала геометри», 


Знаменитий мемуирь Лобачевскаю въ краткомь изложещи Н. ИП. Соколова. 


Тому, кто желаеть ознакомиться съ работами Лобачевекаго 
лучше всего начинать съ изучешя его сочинешя «Новыя на- 
чала геометрии». Воть почему, желая ознакомить читателя съ 
характеромъ изслЪдованйй нашего великаго геометра, мы и даемъ 
ниже разборъь содержашя этого сочинешя. Еели читатель, въ 
силу малой подготовки, не осилить сразу всей это главы, то 
достаточно внимательно прочесть на первый разъ первую ея 
половину, —0собенно начала новой теор параллельныхт —до 
введении въ изложеше тригонометрическихь и гиперболическихь 
функщй. Это не составить особаго труда. 


Разсматриваемое сочинене Лобачевскаго состоить изъ введе- 
шя и тринадцати главъ. 

Во введен, которое „Лобачевсый начинаеть «разборомъ 
прежнихь теор», онъ указываеть недостатки главнЪйшихь 
изь извфстныхь ему доказательствь одиннадцатой аксюмы Вв- 
клида и старается выленить ихъ причины. Вопреки мнЪию 
Лежандра, онъ находить, что эти причины коренятся вовсе не 
въ недостаточно точномь опредфлени прямой и даже «нисколько 
не зависять оть тЬхь недостатковъ, которые скрывались въ 
первыхъь ипонямяхь». Тфмъ не менфе эти недостатки весьма 
важны сами по себЪ, и, кь чести Лобачевекаго надо сказаль, 


ты 
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онь одинъ изъ первыхь обратиль внимане на эти недостатки, 
замЪтивъ, что эти первыя понятия: «пространство, протяжене, 
м}сто, тфло, поверхность, лишя, точка, направлеше, уголь — 
слова, которыми начинаютъ Геометрию, но съ которыми никогда 
не соединяють яснаго поняя». 

Онъ первый сдфлаль попытку устранить эти недостатки, 
перестронвь сызнова начала Геометри,—начала, къ которым 
со времени Евклида не смЪль прикасаться ни одинь смертный. 
Только блестяний усифхь первыхь изслфдованй, правда, не 
признанных и даже осмфянныхь современниками, могь внушить 
такую смфлую, скажемь, даже дерзкую мысль. 

Уже доказанная предыдущими изслдовашями необходи 
мость опыта для доказательства одиннадцатой акеюмы Евклида 
приводить Лобачевскаго къ заключению, нынф уже, можно 
сказать, ходячему, что «первыми данными будуть всегда т\ 
поняя, которыя мы прюбрётаемь въ природ посредством 
нашихъ чувствь» и что темноту въ оеновныхь понямяхъ Гео- 
метр! производить именно «отвлеченность, которал въ прим\- 
неши къ дЪйствительнымь измфрешямъ дфлается лишней, а 
слфдовательно вт самую теорйо введена напрасно». Мномя 
опредфлешя онъ считаеть недостаточными уже и потому, что 
эти опредфлешя «не только не указывають на прюисхождеше 
геометрической величины, которую хотять опредфлить, но даже 
не доказывають, что тая величины существовать могуть». 
Посему онъ «вмЪето того, чтобы начинать Геометрио прямой 
лишею и плоскостью, какь это дфлаетея обыкновенно, пред- 
почель начать сферой и кругомь, которыхь опредфлене не 
подлежить упреку въ иеполнотф, потому что въ этихь опредф- 
лешяхь заключается способъ, какимь образомь оти величины 
происходять». 

Плоскость онъ послф этого опредфляеть, какъ геометриче- 
ское мфето круговь пересфчешя равныхь сферь, описанных 
около двухъ неподвижныхь точекь— полюсовъ. Изъ этого опре- 
дфленя онъ выводить уже всЪ основныя свойства плоскости, 
Соотвфтетвенно этому, прямая опредфляетея, каку, геометриче- 
ское мфето точекь пересфчешя равныхъ круговъ, описанных 
около двухь данныхь точекъь на плоскости, хотя это опредф- 
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лене выражено у Лобачевскаго недостаточно ясно и начинается 
собственно такимь опредфлешемъ: «Прямой называется та, линия, 
которая между двухъ точекъ покрываеть сама себя во вефхъ 
положеняхь», а затЪмь уже выводятся всф остальныя свойства 
прямой и устанавливаются ея отношешя къ кругу и плоскости. 
Этимь опредфлешямь оеновныхъ элементовь геометрии и устано- 
вленйо ихъ основныхъ соотношенй посвящены 00% первыя главы 
сочиненшя. 

Третья глава посвящена изучено мЪровыхь соотношенй 
отр®зковь и углов. Вдфсь, кажется, въ первый разъ дается 
понят объ угл, какь числЪ отвлеченномь, показывающемт 
только отношене двух дугь одного круга, изъ которыхъ одна 
принята за единицу мфры; опредфленте, которое надо, мнф 
кажется, считать единственно правильнымь, но которое, къ со- 
жалЪнию, во вефхь нашихъ учебникахь замфняется болфе или 
менфе неудачными альтернативами опредфленй Евклида пли 
Бертрана изъ 9Женевы. Воть подлинное опредфлене Лобачев- 
скаго. 

`Величина дуви или части сферы, выраженная в 'раду- 
сало и доляхз арадуса, даже вообще по сравнению сз тьмь 
же круюмз или съ пою же сферой, называется уюль, кото- 


з 1 
рый бывасть прямой, коща равен рт, острый, кода < т, 


1 
тупой, кода > т и т». 


Это опредфлеше дополняется сще двумя теоремами: 40. Ли- 
нейный уголь не зависить оть величины полупоперечника въ 
круг, но служить только къ опредфленйо взапмнаго положеня 
двухь прямыхь; п 42. Плоскостной уголь не зависить отъ 
полупонеречника сферы, ии оть мфета для центра на линш 
пересфчен!я двухъ плоскостей. 

Опредфливъ такимъь образомь уголь и указавь вмфстВ ст 
тфмтъ сипоеобъ его измфрешя, Лобачевсый переходить въ слфлу- 
ющей четвертой главф—къ пзученю взаимнаго положеня пря- 
мыхь на плоскости, плоскостей и прямыхь въ пространств, 
при чемь находить осиовныя зависимости между сторонами и 
углами треугольниковь какъ плоскихъ, такь и сферических. 
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Пятая глава, посвященная измфренйо тфлееныхь угловъ, пред- 
ставляеть весьма изящное изложеше основныхь теоремь сфе- 
рической Геометри съ приложешемь ея къ теор!и правильныхь 
тфлъ. Глава шестая разематриваеть условя равенства треуголь- 
никовъ и зависимость свойствъ треугольника отъ гипотезы о 
сумм его угловъ. Наконець въ главахъ УП, УШ, Х и отчасти 
ХТ Лобачевенй излагаеть свою новую теорно параллельныхь 
лин, не зависящую оть справедливости одиннадцатой акс!омы 
‘вклида. Главы ТХ, ХИ и ХИГ посвящены изложению тригоно- 
метри какъ плоской, такъ и сферической, и для насъ особаго 
значешя уже не имфють; поэтому, не останавливаясь на них, 
ограничимся только изложешемъ новой теор параллельныхъ. 
При этомъ, простоты ради, позволимь себф отступать иногда 
оть подлиннаго изложеня, пользуясь трудами другихъ геоме- 
тровъ, какъ предшествовавших, такъ и слфдовавшихь за Лоба- 
чевскимъ,. 

Начнемь съ доказательства трехъ послФднихт теоремъ главы 
шестой. 


Сумма угловъ прямолинейнаго треугольника АВС 
не можетъ быть больше двухъ прямыхъ. 
Пусть эта сумма «--а, тдф а какъ угодно малый уголъ, 
и пусть А нанменышй уголь ^ АВС (фиг. 115). Черезъ сере- 
дину М стороны ВО 
проведемь — прямую 
м АМ и на продолжении 
ея отложимъ отрЪзокъ 
МХ=АМ. Тогда д 
АМВ= №МС, ибо 
имЪютъ равные верти- 
кальные при вершинЪ ЛГ углы, заключенные между равными по 
построенйо сторонами. Значить, сумма угловъ треугольника АМС 
должна быть равна сумм угловь Д-ка АВС, т. в. равна, 


Фиг. 115. 


1 
т-Ё а, при чемь хотя одинъ изъ угловь его будеть < 5А. 


Продолжая подобное построеше, мы придемт, наконецъ къ такому 
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А 
треугольнику, одинъ изъ угловъ котораго будетъь = "< 9, что 


невозможно, ибо сумма двухъ угловъ треугольника всегда < т. 


Итакт, сумма угловъ треугольника можетъ быть 
только или равна, или меньше т. Если она будетъ 
равна = хотя въ одномъ треугольникЪ, то она будетъ 
равна т и во всякомъ треугольникЪ. 


р 1 ы Е 


, № 
ГУ 


Чтобы убфдиться въ этомь, построим на. сторон% ВС такого 
треугольника АВО равный ему ^ А'ВС (фиг. 116). Сумма 
угловъ полученнаго параллелограмма будеть 2. Яено, что изъ 
такихъ параллелограммовь можно построить ипараллелограммъ, 
стороны котораго какъ угодно велики, а сумма угловъ Эт. 
Такой параллелограммъ въ свою очередь можеть быть лагональю 
раздфленъ на два равныхь треугольника, сумма угловь въ 
каждомь изъ которыхь будеть т, а одинъ изъ угловъ равенъ 
углу А даннаго треугольника. Пусть КОРЕ одинъ изъ такихь 
треугольниковъ, достаточно большой для того, чтобы какой-либо 
произвольно взятый треугольникь М№М могь помфетиться 


Фиг. 116. 
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внутри его. Помфстимь его такъ, чтобы № и 1, лежали на РП, 
а М тдф-либо внутри КРИ. Прямая ЕМ, пересфкая РЕ вт, 
точк® /, раздфлить КОРЕ на два треугольника КВ и ЁВЕ. 
Согласно опредфленйо смежныхт угловь, сумма ихъ равна 4, 
т. е. ДАР-- ЕЕЕ = т. Слфдовательно, сумма угловъ этихь 
лвухь треугольниковъ, очевидно, равная сумм угловь Д-ка 
ПЕЕ, сложенной съ суммой двухь названныхь смежныхъ 
углов при точкЪ АЙ, будеть равна 2т. Но, согласно докаван- 
ному выше, — сумма угловъ треугольника не можеть быть больше х, 
значить, необходимо сумма угловь каждато изъ треугольников 
РЕЕ и ЕВЕ должна быть равна т. То же будеть и для пря- 
мыхь ПМ, М1, и ММ. Посему сумма угловъ А ММ также 
равна т. 


Если сумма угловъ ‘треугольника меньше т, то 
9вух неравныть треугольников, имьющихь данные улы, бъйть 
не можетб. 


в’ 


А 
оС с 
Фиг. 117. 


Пусть АВС и А'В'О-—два треугольника (фиг. 117), таку 
чо А=А, В=В' и С=0' АС> А'С'. Наложимь А’ВС 
на АВС такъ, чтобы углы Аи А! совмЪстились; пусть при 
этомь точка С’ упадеть на точку 1); точка В' можеть упасть 
либо въ точку Ё на сторон АВ, либо въ точку /” на ея про- 
должени. Въ первомъ случав сумма угловь четыреугольника 
ВСЕ будеть равна 2т;—а именно: сумма смежныхь угловъ 
2 АЕ-|- < ВЕР= т. Но уголь АВИА В, поэтому 
Е В-- ДВЕР= т. № же, очевидно, имфегь мЪето и для 
остальной пары угловъ, такъ что д О-- С ОЕ=т. Четыре- 
угольникъ ВСОЕ, сумма угловъ котораго равна 2т, любой изъ 


д!агоналей дфлится на 2 треугольника, въ каждом изъ кото- 
рыхь сумма угловъ должна быть равна т, что, соглаено выше- 
доказанному, невозможно. Во второмъ случаЪ прямыя ВС и 
РГ, пересЪкаясь, образують два треугольника ОСИ и ЕВН, 
въ каждомъ изь которымъ сумма двухъ угловъ п, а слЁдова- 
тельно сумма веЪхь четырехь угловъ больше с, что невозможно. 
Итакъ необходимо А'В’ = АВ, а потому и А'В'С' = АВС. 


РаземотрЪиныя предложешя дають возможность уже вполнЪ 
строго изложить новую теорно параллельныхь Лобачевекаго, 
изложеше коей начнемь со слфдующаго предложешя. 

Чрезъ любую данную точку можно провести пря- 
мую, составляющую съ данной прямой какой угодно 
малый уголъ. 


А И 


В с 
Фиг. 118. 


Пусть прямал АС, проходящая чрезь данную точку А 
(фиг. 113), составляеть съ данной прямой ВС уголь 9; отло- 
жимь ПС— АС; въ обфихь гипотезахь уголь АДВ будеть не 


больше _ Повторяя то же построене, можемь сдФлаль его мень- 


шее а е. меньше всякой данной величины. Посему, если 
5" 


сумма угловь треугольника равна т, то есть только одна прямая, 
проходящая чрезь данную точку 4 параллельно ВС (фиг. 118); 
ибо пусть АВ периендикулярь къ ВО, и АН перпендикуляръь 
нь АВ, прямая АИ пе пересфкаеть ВС. Проведемь прямую 
АС, составляющую съ ВС уголь (< а, уголь НАС будеть 
также, слфдовательно, < а, и потому какъь угодно маль вмфетф 
съ а, такъ что, какъ бы мало мы ни отклонили АМ оть ея 
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положешя, она уже будеть пересЪкать ВС. Не трудно видЪиь, 
что и обратное предложене также имфетъ м%ето. 

Если сумма угловъ треугольника < т, то прямыхъ, 
не перес5кающихт, данной и проходящихъ чрезъ дан- 
ную точку, можно провести безконечно много. Лоба- 
чевск называетъ параллельными данной прямой ВС 
двЪ таюя прямыя АР и АЕ, которыя отдфляють пря- 
мыя, пересвкающия ВС отъ непересфкающихъ. Острый 
уголъ, который эти прямыя составляютъ съ перпен- 
дикуляромъ АВ изъ И на ВС, онъ называет угломъ 
параллельности относительно длины АВ, и, если АВ-р, 
обозначаетъ его символомъ П(р). Ту сторону, съ ко- 
торой параллельныя прямыя приближаются другь къ 
другу, онъ называетъ стороною параллельности. 

ДвЪ параллельныя прямыя параллельны другъ другу 
во всБхъ своихъ точкахъ. 


А А Г) 


Фиг. 119. 


Пусть АДР параллельна ВС (фиг. 119); на продолжени АД 
вт сторону параллельности возьмемь точку А’ и проведемъ пря- 
мую А’ внутри полосы между АГ) и ВС; прямая АК непре- 
мфнно пересфкаеть ВС гдф-либо въ точкз Н, прямая А!И, 
входящая въ треугольникъь 4ВН, можеть выйти изъ него, только 
пересфкая сторону ВС", посему параллельной къ ВС въ точкЪ А! 
можеть быть только прямая АТ). То же можно доказать и для 
любой точки прямой 41). 

Прямая ВС также параллельна прямой 41). Для сего до- 
статочно показаль, что всякая прямая В между ВО и АБ 
пересЪкаеть 41). Опустимь перпендикулярь изь А на ВА! 
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(фиг. 120), и повернемъ всю полученную фигуру, кромф пря- 
мой ВС, около точки А такъ, чтобы этотъ периендикуляръ А@ 
совыфстилея съ АВ,—прямая В займеть тогда положене НЙ 


А. 


Фиг. 120. 


между А7) и ВС, прямая АД) положеше АЙ п будеть пере- 
сФкать НЯ, ибо въ этомъ положеши она должна пересфкать 
прямую ВС. Слфдовательно, и въ начальномь положени АД 
пересЪкала ВС’, что и требовалось доказать. 


ДвЪ прямыя, параллельныя третьей, параллельны 
между собою. 

Пусть изъ трехъ непересфкающихся прямыхь АВ парал- 
лельна СД)и ЕЁ. Положимъ, что СТ) лежить между АВ п 
ЕЕ, тогда любая прямая ЕЁ, направленная въ сторону ОП, 
пересфчеть АВ, а потому и СО, лежащую ближе ея. На до- 
казательствЪ этой теоремы для случая, когда АВ лежить между 
ОП и ЕЁ, или когда АВ, С, и ЕЕ не лежать въ одной 
плоскости, я останавливаться не буду, и перейду прямо къ вы- 
воду важнЪйшихь слфдетй самой теоремы. 

Эта теорема даеть намь прежде всего возможность судить 
0 зарактерь функции П(х). Такъ, мы уже можемъ утвер- 
ждать, что эта функщя однозначна и всегда конечна; ие трудно 
также показать, что-она убываеть съ возрасташемь перемфн- 
наго х. Дфйствительно П(а)=П(6) невозможно, ибо иначе 
два перпендикуляра къ одной прямой были бы параллельны, 


и ве=т веегда; въ то же время Ша) > П(ф) при а>6 
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также невозможно, пбо иначе прямая, проходящая чрезъ конець 
перпендикуляра @ подъ угломь П(6) къ нему, не пересЪкаеть 
уже и прямой, параллельной къ данной въ конц перпенди- 
куляра 6; слфдовательно, всегда, П(а)= Ц), или а >. 
Покажемь още, что Функшя П(х) можетз принимать 


Б, 


веть значейя оть пуля до 5. Пусть ВАО (фиг. 121)— данный 
5, 8, в, 
7 В 
2 
в, 
А 1! | 
ал аз 9% а. о 


Фит. 121. 


уголъ. Изъ точки ®, на сторон$ АВ опускаемь перпендику- 
ляръ Ва, на сторону АС п откладываемь на АС отрфзокт 
аа, -= Аа,. Пусть перпендикулярь изъ а. къ АС пересфкаеть 
сторону АВ къ точк\ р. Если сумма углов треугольника, 
Аа, будеть п— а, то вь треугольник АР, а, она будеть 
п—2а, а въ треугольникВ Аа.р, <= п — 2а. Повторяя подоб- 
ное построеше, мы будемь получать вее такте треугольники съ 
оощимт, угломь А, сумма угловъ которыхт, будоть меньше 
п — 44, п— 65 и вообще посл п построешй меньше я —Э на. 
Но так какъ она не можеть быть меньше А, то такое по- 
строеше можеть быть повторено лишь конечное число разь 
ры Дальифйпие периендик 

- од Даль * пернендикуляры перестануть уже пе- 


реефкаль А, начиная съ ифкотораго конечнаго разстояя д 
оть точки 4, для котораго (2) = А, Отсюда заключаемъ, что 
функщшя П(%) убываеть непрерывно, начиная оть значеня 
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(0) = = до змаченя П(55)-—0. ПШослфдиее обстоятельство 


Я 


позволяеть намь предполагать, что эта функщя П(2) будеть 
показательнаго характера. 


Веякую показательную функцию можно выразить съ помощью 
простфйшихь показательныхь функщй, къ которым» иринадле- 
жать функц тригонометрическия и гиперболическия, Основнымь 
свойствомь ихт является ихь олнозначность. Это свойство утра- 
чивается при обращеши; функци обратныя показательнымь —- 
логариомичесвя и круговыя оказываются уже безконечно мно- 
гозначными. 'Т5мь не менфе онф обладають всфми свойствами 
однозначныхь функщй, если только мы будемь принимать во 
внимаше одну какую либо опредфленную вЪтвь такой функции, 
напр. если мы за значеше 2, соотвфтетвующее и==е’ будемт, 
принимать 2 — р -- № гдЪ 16р — дЪйствительный логариомъ 
модуля и, а \ аргументь и, не превосходящий я. Воспользовав= 
шись этими соображешями, попробуемъь разыскаль аналитиче- 
ское выражеше функци П(@). 

Пусть ВО—данная прямая (фиг. 118), А— точка вн% ея, 
АВ— у —- перпендикулярь изь А на ВС. Пусль АР — какал 
либо прямал, проходящая чрезь точку А, отрфзокь ВО=а, 
уголь ВАТ) —=0. Такь какъ двф прямыя пересфкаются только 
въ одной точкЪ, то каждому значению 0 будегь тогда соотв\т- 
ствовать одно и только одно значеше 2, а потому, согласно 
вышесказанному, каждому значентою #20 будеть соотвЪтетвовать 
одно и только одно значеше {2/5 и обрално. Посему 620 и (ей 
должны быть свлзаны между собою линейнымь соотношешемь, 
ав. Но при 0=0 и 
Сей 1) 
4—0, а потому 0 и /х обращаются въ нуль одновременно; 
сверхь того объ функщи при пореходЪ чрезь нуль мФияють 
знакъ; посему необходимо = 0, С(—0, и искомая вависи- 
мость принимаеть видъ (21 — 4480. Пусть теперь 0, — уголь 
параллельности для 9, такь что 0,==П(у), тогда 2, =00, 
#1 со | = АВЩУ), откуда А= СП. 


т, е. соотношенемъ вида {915 = 


—210_ 
Возьмемь теперь какой либо треугольникь АВС прямо- 
угольный при точкз С, такъ что гипотенуза его будеть с, ка- 
теты @ и 6. Изь послфдняго соотношеня находим ‘ойа=— 
= 65) А, «(а В, откуда, замфчая, что возд, 
находим: 


ЗА = — зшра 
У) Ни за °()зт?а : 
зтВ = тр 


ы 2 м Гуягт- р 12) 
У? (а)-|- 51/26 (а)зт 26 
Тот Эр" кН я "тент 
Такъ м Уш.А должен» обращаться въ единицу при а—с 
и вь зп при а=5, то полученныя выражен!я необходимо 
ео р К(а) „ Г) 
должны быть вида си, что возможно тольк = 
| Ре)" 7) озможно тольхо при Ф(а)= 
— Иа). Поэтому вообще должно быть (у) — 8Щу) — зиму, 
или поелф небольшихъ преобразован!й: 


ви) -=е” 


р : тд 

Это выражене дано Лобачевскимь посл продолжительных 
весьма сложныхь, хотя и болЪе прямыхь теометрическихь ео- 
ображений. 


Перейдемт теперь къ изучению зависимостей между сторо- 
' нами и углами треугольника. 
Пусть АВС имфеть углы А= 
—П (а), В= П(8) и <= П(у). На 
сторонф ВС (фиг. 122) отложимь 
отрёзокь СИ —и на сторонф АВ 
отрЪзокь АЙ — а; изъ точекь 1) п 
Е возставимь перпендикуляры 17.1) 
п ЕЁ! кь соотвфтетвеннымь сто- 
ронамт и проведемь прямую ВВ», 
параллельную прямой 11)’, а ио- 
тому и ЕЁ'. Такимъ обравомь у 
насъь получаются углы СВВ- 


г 
Фиг. 123, —Ша-у) п АВВ! П(е—а), 
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связанные между с0бою соотношешемь (8) = И (а—у) — 
— П(<—а). Отрфзки х и 1 должны быть взяты съ обратным 
знакомъ, сели соотвЪтствующие имъ углы будуть тупые. 

Сь помощью этого соотношеня могуть быть найдены вс\ 
остальныя зависимости между сторонами и углами треугольника. 


Если стороны какого-либо угла ВАС (фиг. т2т) 
пересфчемъ двумя прямыми, перпендикулярными къ АВ, 
то отношеше менышаго отр5зка къ большему на этой 
сторон будетъ болыше отношеня соотвфтствующихъ 
отр$зковъ на другой сторонЪ. 

Чтобы убфдитьел въ этомъ, отложимъ на А(’ произвольное 
число равныхь отрЪзковь Аа, —= аа, = аа, =... =а_„Си 
изъ полученныхь точекъ возставимь перпендикуляры къ АС, 
которые пусть пересЪкуть АС вь точкахь 01, 6.,...0, |, С. 
Раземотримь два какихъ-либо смежныхь изъ полученныхь че- 
тыреугольниковъ: а, 14,6, 16, на, а, 16, ‚. Перегнемь по- 
лученную фигуру по прямой @«6,; тогда точки ана, 
совпадуть, а потому совпадуть и прямыя а, 6, на, 16, |. 
Въ полученномь такимь образомь треугольник В ь 
очевидно, уголь 6,.; будеть меньше угла, ‚, а потому и 
сторона 6,16, меньше стороны Бр: =, $, ‚такъ что отрЪаки 
эти возрастають по мфрЪ удаленя оть точки А, откуда и слф- 
дуеть высказанное предложенте. 

Примфняя эту теорему къ прамоугольному треугольнику, 
найдемъ, что хоадратз зитотенузы больше суммы квадратов 
катетове. Изъ той ще теоремы заключаемь, что разстояше 
между двумя перпендикулярами кз одной прямой возрастаеть 
по мюрь удалешя из отз нея д0 безконечиосши. Разстояше 
между двумя параллельными прямыми возрастает в5 одну 
сторону д0 безконечиости, а в друую убывает» 00 нуля. 

Не останавливаясь на доказалельствахь этихь предложенуй, 
перейдемъ къ послфдиему предложешю седьмой главы: 
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Периендикуляры, возставленные изъ срединъ сторон 
треугольника, могутъ пересфкаться въ одной точкЪ, 
или вовсе не пересЪкаться, или быть параллельными. 
Если два изъ этихь перпендикуляровъ пересЪкаются, 
то необходимо и трет пройдетъ чрезъ точку ихъ пе- 
ресЪчен!я; это очевидно. Если эти перпендикуляры не 
пересБкаются, то параллельность двухъ изъ нихъ вле- 
четъ за собою и параллельность имъ ‘третьяго. 

Приведем доказательство этого предложешя только для 
одного случая, именно, когда углы Ап С треугольника АВС 
(фиг. 123) острые и перпендикуляры изъ срединъ сторонъ его 
АВ и ВС параллельны. Эти пернендикуляры необходимо пере- 
сфкають сторону АС треугольника въ точкахь № и №, лежа- 
пциху, съ разных сторонь средины ея М, такъ что перпенди- 
куляръ, возставленный къ АО въ 
точкЪ МН, долженъ лежать между 
ними, а такъ какъь онъ пересд- 
каться ни съ однимь изъ нихъ не 
можеть, то онъ имъ долженъ быть 
параллелень. 

ПослЪднее обстоятельство пока- 
зываеть, что чрезз три данныя 
точки не всезда можно провести 
круз», и что круз с5 возрастанвемь радгуса ие можеть стуре- 
ииться кз прямой, ибо иначе перпендикуляры къ одной пря- 
мой были бы параллельны. 


Фиг. 128. 


Предфльнымь положешемь круга должна, слфдовательно, 
служыть какая-то другая лишл, обладающая тЪмь свойствомь, 
что периендикуляры изь средины хордь ея всф параллельны, 
другь другу. Эту кривую Лобачевсый называеть предвльною 
кривою, перпендикуляры изъ средины хордъ ея--осями предъль- 
ной кривой, поверхность, происшедшую оть вращен!я предфльной 
кривой около одной изь ся осей, —предёльной поверхностью. 

Всея восьмая глава посвящена именно изучению свойству 
этих», предфльныхь лиш и поверхностей. 
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Вт самомъ опредфлени предфльной кривой уже указывается 
и способъ построеня. Именно, на данной прямой АВ строимъ 
уголь П(а) при точк® А и на полученной прямой отклады- 
ваемь отрфзокь АО=2а; точка (’будеть лежать на предфль- 
ной кривой. Такимъь образомь по точкамъ можемь построить и 
всю предфльную кривую. Изь самаго способа построешя ея 
видно, что дуги ея покрывають сами себя во веЪхь частяхь, и 
что кругь не можеть пересфчь ее болфе, чВмь въ двухь точкахъ. 

Подобными же свойствами должна. обладать, конечно, и пре- 
дфльная поверхность. Плоскость, проходящая по оси поверх- 
ности, пересфчеть ее по предфльной кривой, всякая другая пло- 
скость — по кругу. Шредфльныя лиши на предфльной поверх- 
ности играють ту же роле, какь прямыя на плоскости и, такъ 
какъ сумма  двугранныхъ в 
угловъ, происходящихь оть 
пересфченя трехъ плоскостей 
но прямымъ, параллельным 
другь другу, равна т, то сум- 
ма угловь предфльнаго тре- 
угольника равна л, такь что 
на этой поверхности геоме- 
трея Евклида иримнима впол- 
нЪ и безь всякихъ ограни- Фиг. 134. 
чений. 

Въ заключене укажемь еще одно метрическое свойство 
предфльной кривой. 

Пусть АВ и А'Б'—дуги предфльныхь кривыхъ (фиг. 124), 
пересфченныя парою параллельныхь прямыхь АА’ и ВВ’; по- 
кажемь сначала, что отношене этихь дугь не зависить оть 
ихь длины. Для этого раздълимъ дугу АВ на я равныхъ частей 
и чрезь точки дфлешя А, А,,...А,_, проведем прямыя 
А, А,', А.А»... А, А, у’, параллельныя прамымь АА’ и ВВ’. 
Эти прямыя раздфлять дугу А’В’ также на # равныхь частей, 
ибо по свойству предфльной кривой полоса АА, А,'А! можеть 
быть совмфщена съ полосою А, А,А',А! и есь каждою слф- 
дующею, при чемъ, слфдовательно, будуть совмТищаться также 
и дуги 4'А,, Ау, и т. д. Отношеше дугь двухь предЪль- 

ВЪ ЦАРОТВЪ СМЕКАЛБИ, 18 
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ныхь кривыхъ между двумя параллельными прямыми зависить, 
слЪдовательно, только оть равстояня этихь кривыхъ другъ оть 
друга, Если это разстояше будеть д и если отношеве двухъ 
дуг, разстолше между которыми равно единиц, примемъ за |0 
то это отношеше будеть выражаться числомъ 05 при чемь С 
должно быть необходимо больше единицы, Полагая ОВ гдз е— 
оеноваше Неперовыхъ логариемовъ, можемь представить это 
отношене въ вид 

в 

5, —= В —6 


На этомь и закончимь изложене геометрическихь изслЪдо- 
ваш й Лобачевскаго. 


Результатомь этихъ изсл$довашй явилась новая, вполн* строй- 
ная и строго логическая система Геометри, которая должна 
была бы замфнить Геометрию Евклида, если бы его одиннадцатая 
аксюма оказалась ложной. Но непосредственныя измфренИя, на- 
примфрь измфреня суммы угловъ треугольниковъ, вершинами 
которыхь служать весьма отдаленныя оть нась и другь оть 
друга неподвижныя звЪзды, не обнаруживають замтныхъ откло- 
нешй оть этой аксюмы. Поэтому Геометрия Евклида вообще для 
любыхь разстояй или по крайней мЪрЪ для разстоянй, съ 
которыми намъ приходится имЪть дфло, должна имфть м\Ъето 
безусловно. 

Вопросъ о реальноме существоваши Геометр/и Лобачевскаго 
и о вначеши одиннадцатой акеюмы въ Геометри Евклида оста- 
вался, слЪдовательно, открытымь. Рашешемъ этого вопроса пер- 
вый началь заниматься одинъ изъ наиболфе выдающихся геоме- 
тровъ послфдняго времени, итальянсый ученый, профессоръ Ве]- 
гапи, работы котораго и открывають собственно, нынЪ уже 
весьма обширную, область изслФдован!й по геометрии Лобачев- 
скаго. Въ своем «Засою @ Ииегргеалопе аеПа Сотеыча поп 
ЕлеНЧеа», и зат$мъ въ «Теог1а юп4ашейае Че2 брали а! Сигуа- 
ига сопзбалие» вь 1868 году онъ показываеть, что Геометрия 
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Лобачевскаго для двухъ измфренй, т. е. существующая Гео- 
метря Ювклида на плоскости, вполн примфнима на поверх- 
ностяхъ, имфющихь постоянную отрицательную кривизну, ко- 
торыя онъ называеть псевдосферическими поверхностями. 
Такимъ образомъ, реальное представлене для си- 
стемы Лобачевскаго, по крайней мВрф для двухъ измф- 
ренй, было найдено, а вм&стВ съ тбмъ былъ рЬшенъ 
вопросъ о значени одиннадцатой аксюмы Евклида. Эта 
аксюма отличаетъ плоскость отъ псевдосферы. 


18* 


Нкоторые фокусы, 


Кь области здраваго развитя смекалки слфдуеть отнести 
умфнье найтись не только при р®шени какого либо хитро- 
умнаго вопроса, или при выясненш математическаго парадокса 
и софизма. Необходимо, кром% того, развивать въ себЪ навыкъ, 
чтобы различать истинно математическую задачу оть простого 
фокуса, основаннаго на отвод глазь или попросту иногда— 
обман. Несколько образцовъ распространенныхь фокусовъ по- 
добнаго рода мы и разъяснимь въ этомъ отдЪлЪ, начиная съ 
простьйшаго изъ нихъ. 


Странная история. 


За ств лежить 5 спичекь (или иныхъ какихь предме- 
3340 

товъ) | | ||| ивь каждой рук держать по одной. Теперь 
разсказывають такую истор: 

Пять овець (5 спичекъ) паслись на лугу, & въ л%су нахо- 
дились 2 разбойника (показывають 0бЪ спички въ рукахъ). 
Разбойники украли овець одну за другой (беруть № 1 лвой 
рукой, № 5 правой, № 2 л№вой, № 4 правой, № 3 лЪвой). 
Вь это время пришель пастухъ, и разбойники отпустили овец» 
обратно (кладуть обратно на столь |1 спичку изъ правой руки, 
1 изь лфвой, 1 изъ правой, 1 изъ лфвой, 1 изъ правой (Те- 
перь въ лфвой рукЪ находятся 2 спички, въ 10 время, как 
зрители считають, что въ каждой рук%—ио одной). 

Пастухь удалился, и разбойники опять забрали одну за дру- 
гой вефхь овець (начинають брать лЪфвой рукой). Но въ это 
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время пришли солдаты, и разбойники убфжали, оставивъ овецъь 
въ лЪеу. Открывають руки, и въ самомъ дфлЪ: въ одной рукЪ 
5 овець, въ другой 2 разбойника. 

Эта веселенькая, хотя  нЪ®еколько и странная, истор!йка, 
основана, очевидно, только на быстроть разсказа и постоян- 
номъ подсовываши вн очереди лфвой руки вместо правой. 
Какъ ни прость этоть «отводь глазъ», но сначала онъ уди- 
вляетъ. 


феноменальная память. 


Знаменитый «счетчикъ» Жакъ Иноди — производивний въ 
умь математичесия дфйстя надъ многозначными числами, 
обладалъ, прежде всего, поистин% феноменальной памятью чи- 
сель—онъ запоминалъ сразу длиннЪйние ряды цифрь и повто- 
ряль ихъ безъ ошибки, словно читалъ по писанному. ЗдЪеь мы 
пуъемь дфло съ р®дкимъ природнымъ даромъ. Совеф\мъ другое 
дфло, когда такую же способность демонстрирують предъ пу- 
бликой провинщальныхъ городовъ завзяие фокусники. Здфеь дло 
вовсе не въ памяти, а въ примзнен!и остроумнаго и крайне 
простого мнемоническаго према. Полагаемъ, что читателю не- 
безынтересно будетъ съ нимъ ознакомиться, чтобы умфть, при 
случа, отличить истинную, природную способность отъ про- 
стой уловки. 

Воть примзръ. Фокусникъ диктуеть вамт нЪеколько длин- 
нЪйшихь рядовъ цифръ и затЪмъ безъ запинки повторяеть ихъ 
сколько угодно разъ, не смфшивая одного ряда съ другимъ и 
не пропуская ни одной цифры. 

Весь секреть въ томь, что фокусникъ твердо выучиль не- 
большую табличку, дф каждой изъ 10-ти цифр отвчають 
опредфленныя согласныя буквы. Для тБхь, кто пожелаль бы 
самъ позабавить своихъ гостей рядомъ эффектныхь фокусовъ, 
мы приводимъ ниже такую табличку. Въ ней стоящимъ на- 
верху цифрамъ отвфчають по двЪ согласвыхь буквы. 
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Для облегченя небезполезны будуть кое-камя мнемониче- 
сктя указашя. Что нулю соотвЪтствуеть буква н, легко запо- 
миить, м же похоже на н и стоить съ нимъ рядомъ въ алфавит$. 
Г похоже на единицу по начертанию, и часто при смягчения 
переходить въ ж. Буква д выбрана для двойки, какъ началь- 
ная и часто произносится, какъ т. Буква к напоминаеть три, 
потому что состоить изъ трехъь черточекъ; съ х она родетвенна, 
какъ гортанная. Ч—-первая буква слова, «четыре» и напоминаеть 
щ. П— первая буква пяти и родетвенна 6. Точно также ш 
напоминаеть шестерку (л приходится просто запомнить), и в— 
семерку; з— родственна с. В—первая буква слова восемь, ф— 
родственна в. Наконецъ, р выбрана для девятки, так какъ 
напоминаеть ес, если перевернуть ее на другой бокъ; ц-ири- 
ходител выучить. 

Какь ни смзшны могуть показаться эти мнемоничесмя 
сближеня, они все же приносятъ огромное облегчеше. Зная 
ихь, вы вь одну-двЪ минуты твердо выучите приведенную 
табличку и навфрио провозитесь надъ ней цфлый часъ, если 
пренебрежете ими. 

Затвердивь табличку, вы можете уже изумлять праятелей 
вашей феноменальной памятью не хуже упомянутаго выше фо- 
кусника. Передь тфмь, какъ продиктовать рядъ цифръ, вы 
вспоминаете какое-нибудь хорошо знакомое стихотворене и мы- 
сленно замфияете въ немь ве согласные звуки соотвЪтетвен- 
ными цифрами. Пусть вами выбраны слфдующия четыре строки 
изь Пушкина: 


Поэть, ие дорожи любовио народной, 
Восторженныхь похвалъ пройдеть минутный шумъ, 
Услышишь судъ глупца и емЪхь толпы холодной, 
Но ты останься твердъ, спокоень и угрюмъ. 


Подставляя въ умЪ, вмЪето согласныхъ, отвфчаюния имъ 
цифры, вы диктуете слфдующие ряды чиселъ: 


5202916580920 
8729100353865922002060 
76667216597032653620 
27207128927530190 


= 
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Кели васъ, спустя сколько угодно времени, попросять по- 
вторить продиктованные вами ряды цифрь, то зная, какими 
стихами вы пользовались, вы безошибочно воспроизведете вс 
четыре ряда. Если васъ попросять сразу сказать, наприм®ръ, 
трей рядь, то вы вспомните третью строчку («услышишь 
судь глупца...») и тотчась же назовете всЪ цифры ряла. 


«Математическое ясновидЪне›. 


Затоворивъ о фокусахъ, разоблачимь тайну еще одного 
весьма эффектнаго фокуса, которым ловь!е «престидижитаторы» 
часто морочать провинщальную публику. Мы говоримь о такъ 
называемомь «матемалическомь ясновидфни», «мантевизм»», 
«чтени мыслей» и т. п. «нумерахъ», которые перечисляются въ 
программахъ подобныхъ сеансовъ. Обыкновенно д\ло происходить 
такъ. Фокусникъ выводить на эстраду свою «ясновидящую», 
усаживаеть ее въ кресло и, для вящией благонадежности, за- 
вязывасть ей глаза. Зат$мъ онъ съ аспидной доской спускастся 
въ зрительный залъ, ходить между кресель и предлагаеть.зри- 
телямъ самимъ написать какое-нибудь число, меньшее 1000. 
Когда число написано, фокусник, оставаясь среди зрителей, 
въ партерЪ, обращается къ ясновидящей съ просьбой назвать 
это число, и та тотчась же выкрикиваеть съ эстрады это число, 
словно читая его по аспидной доскЪ. 

Озадаченные зрители шишуть второе, третье число, въ оба 
глаза слфдять за фокусникомь и <ясновидящей», но ничего 
подозрительнаго не открывають: фокусникъ спрашиваеть, — 
«исновидящая» отвФчаеть. 

Ни ясновидфнйя, пи внушены, ни чтешя мыслей здЪсь 
однако никакого нЪ®тъ. Просто-на-просто фовусникъ и его по- 
мощница твердо выучили уже приведенную выше табличку: 
обращаясь къ «ясновидящей» съ просьбой отгадать число, онъ 
ловко составляеть фразу какъ разъ изъ такихь словъ, первыя 
согласныя которых означають написанное зрителемь число. 
Воть и вся тайна этого эффектнаго фокуса. 

Теперь вы и сами сможете продфлать его, разъ Колумбово 
яйцо уже поставлено. Вамь необходимо только изошриться въ 
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составлении соотвЪтствующихь фразъ, въ быстромъ и ловкомъ 
подыскивани! подходящиху словъ, начинающихся съ требуемой 
согласной. Но прежде всего вы должны какъ-нибудь дать знать 
«ясновидящей» или «ясновидящему» сколько цифръ въ угады- 
ваемомъ числЪ: одна, двф или три. ДЪло въ томъ, что въ рас- 
четь принимаются всегда только первыя слова фразы, и «ясно- 
видящая» должна знать, гдЪ остановиться. 

Для этого фокусникъ обыкновенно пользуется опять-таки 
разъ навсегда условленными словами. Если задумано однознач- 
ное число, то онъ начинаеть свое обращеше къ помощниц® 
всегда съ односложныхь словечекъ: «А» или «Воть». Если на- 
писано двузначное число, то вопроеъ начинаетея двусложнымъ 
обращешемъ: «Ну-ка» пли: «Еще». Наконецъ, при трехзначномт 
чиелВ никакихь условныхъ обращенй не употребляють, такъ 
что отеутсте въ начал вопроса перечисленныхъ четырехъ 
словь указываеть, что число трехзначное. 

Теперь продФлаемъь нЪфсколько опытовъ. Пусть написано 
число 84; фокусникъ спрашиваеть ясновидящую: «Ну-ка, какое 
число написаль этоть господинъ?» Слово «ну-ка» указываетъ, 
что число двузначное; какое —3, а число = 4. 

Пусть написано 92. Фокусникъ спрашиваеть: «Еще разъ, 
дружокъ, отгадай-ка!» Еще—двз цифры; разъ-9; дружокъ=2. 

Написано 4. Фраза: «А что написаль теперь этотъ госпо- 
динь?» (А— одна цифра, что =4). 

Написано 207. Обращене: «Ты не устала? Какое же число 
сейчась написано?» (Отсутетые условныхъ обращешй указы- 
ваеть на то, что число трехзначное; ты==2, не-=0; устала==7). 

Какъ видить читатель изъ этихь примфровъ, составлеше 
подходящихь обращенй—дЪло не Богь вфеть какое трудное. 
Навыкъ прюбрЪтается легко. 

Часто фокусники иЪсколько видоизмняють опыть: просять 
зрителя обозначить какое-либо дфйстие между двумя числами, 
и мнимая ясновидящая сразу произносить результать (если 
только онъ не больше тысячи). Зритель пишеть, напримЗрь, 
11 Х 14. И ясновидящая сразу отвфчаеть 154. Зная секреть 
«мантевизма», легко догадалься, что при этомь фокусникъ сна- 
чала мысленно производить въ умЪ нужныя дЪйстыя и затфмт 
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объясненнымь выше уже способомъ сообщаеть помощниц? ре- 
зультать. Въ нашем примфрф онь можеть обратиться къ иней 
такъ: «Голубушка, прикинь, что составляется изъ этихъ чисель?> 
((—1у=56: ч=4), 

Можно еще болфе изумить публику, если заставить «лено- 
видящую» сообщать не только конечный результать, но и ука- 
зать, оть какого дфйствя онъ полученъ — сложения, вычитания, 
умноженя или дфленя. Для этого опять-таки прибфгають къ 
условнымь обозначешямь. Именно, связывають съ тТЪмь или 
инымъ дЪйствемъ опредфленныя буквы, на этоть разъ— глас- 
ныя: о обозначаеть сложен, м или и—вычитане, % или е— 
дьлене, и, наконець, у— умножеше. 

Подобнымь же образомъь «ясновидящая» можеть угадывать, 
напр., день пли годъ рождешя. Кто-нибудь изъ публики пи- 
шеть эту дату на доскЪ, фокусникъ просить помощницу про- 
честь написанное и получаеть вполнЪ точный отвЪть. ЭдЪеь 
число м%фсяца и годъ рожденя сообщаются ей, какъ и всямя 
друмя числа, а мфсяць- условной цифрой. Напр. 26 марта — 
—95 и 3, такъ какъ марть трей мЪсяцъ. 

Не имя никакого почти развивательнаго значеня, подоб- 
ные «фокусы» способствуютъ однако навыку въ обращен съ 
числами. Поэтому разсмотримь еще одинъ фокусъ. Разъ мы 
забрели въ этоть уголокъ «царства смекалки», то ужъ 06мо- 
тримъ его повнимательнЪе. 


Угадыван!е домино. 


Этоть салонный фокусь обычио также выдаютъ за «чтенюе 
мыслей». Но «чтеше мыслей» здфеь такого сорта, что вы сами 
можете осуществить его, не обладая никакими сверхъестествен- 
ными способностями. 

Вы заявляете своимь гостямь, что беретесь отгадать заду- 
манную ими плитку (или «костяшку») домино, находясь съ 
завязанными глазами въ дальнемъ углу залы или даже въ со- 
сфдней комнатф. И дЪйствительно, когда гости, выбравъ изъ 
груды игры любую плитку, спрашивають васъ, какая взята, — 
вы сразу же отвЪчаете, хотя не можете видфть ие только до- 
мино, но даже гостей. 
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Объяснен!е фокуса. 


У вась долженъ быть среди гостей сообщникъ, съ которымъ 
вы предварительно условились, что личныя и притяжательныя 
м}етоимешя будуть означать опредзленныя числа, именно: 


я, мой—1 мы, напть— 4 
ты, твой—2 вы, вапъь— 5 
онъ, его— 3 они, ихъ— 6 


Пусть гости выбрали плитку %/з. Тогда вашь сообщник 
обращается къ вамь съ такою фразой: «Мы задумали плитку, 
отгадайте-ка ес!› Еели нужно «протелеграфировать», напр., "759 
то вашь сообщникъ, улучивъ моменть, вставляеть такую фразу: 
«А я думаю, что вы на этоть разъ не угадаете». Фраза: «Ну, 
теперь у нась табл плитки, что теб ихъ не отгадаль> — озна- 
чаеть 4/2 ит, п. 

Само собой понятно, что имЪють значеше лишь первыя 
два м®стоименя. Для обозначеня бЪлаго (нулевого) поля также 
выбирають какое-нибудь слово, напр. сударь: «отгадайте-ка, 
сударь, что мы туть задумали», —будеть означать $ 

Какь ни просты секреты этихъ фокусовъ, — ихъ, все же, 
трудно разгадать. Нужно обладать большой смёткой, чтобы до- 
гадалься, къ какой уловкЪ прибфгь фокусникъ. 


ий 
/4» 


Хитрая механика! 


Воть еще два фокуса, при ловкомь псполнеши которыхъ 
иной можетт подумать, что здфеь и въ самомъ дфлЪ таится ка- 
кая либо «хитрая 
механика». 

Между  указа- 
тельнымь и боль- 
шимь пальцами 
каждой руки я 
держу по спичкф—спичку въ лфвой рукф горизонтально, въ 
правой вертикально; я приближаю руки другь къ другу такт, 
чтобы спички скрестились (фиг. 125). Теперь л дЪфлаю быстрое 


Фиг. 125, 


Фиг. 126. 


СВ 


движене руками... и спички опять образуют» кресть, но теперь 
горизонтальная спичка находится по другую сторону вертикаль- 
ной (фиг. 126). Снова дфлаю движене руками, и спички снова 
находятся въ первоначальномь положеши. Можно повторить 
этоть фокусъь н%еколько разь, но никто ие можеть понять, 
какь это дфлается. 


Этоть фокусъ, требуюний предварительнаго небольшого упраж- 
неня, производится слёдующимь образомъ. Вертикальная спичка 
помЪщаетел головкой внизъ, такъ что поелфдняя покоится на 
болышомъ пальцЪ, въ то время какъ указательный палець опи- 
рается о другой ся конецъ. При не- 
большомъ сдавливани этихъ пальцевъ 
епичка пристаеть къ указательному 
пальцу. Теперь стоить только слегка 
раздвинуть пальцы, и спичка удержи- 
вается однимь указалельнымь  паль- 
цемь—какъ бы висить на немъ (фиг. 527). Черезь получен- 
ный такимт образомь маленьюй прозоръ между спичкой и боль- 
шим пальцемь вы быстро и незамфтно для другихъ вводите 
и выводите горизонтальную спичку, всяк разъ тотчась же за- 
крывая отверсте. 


Фиг, 127. 


* * 
* 


По середин двухъ спичекь проводять поперечиую черту. 
Большимь и указательнымъ пальцами правой руки беруть снички 
такъ, чтобы 06$ черты были видны сверху (фиг. 128), велфдь 
затъмь тЪми же пальцами лЪфвой 
руки поворачиваютъ эти спички „—— 
на полъ-оборота вокруг ихЪъ ко- у 
роткой оси (т.е., принимая черту 
за ось вращения) такъ, что пальцы 
правой руки будутъ уже касаться 
противоположныхь концов спичек (фиг. 129). Теперь спраши- 
ваютЪ: «черточки сверху или снизу?» Веяк!Й отвфтить: «енизу», 
и ошибется, если, поворачивая спички вокругъ ихъ короткой оси, 
вы въ то же время, въ пальцахь лЪвой руки, незамтно повернете 
ихь вокругь длинной оси (т.е. оси, параллельной длинЪ спичекъ,). 


Фиг, 128. Фиг, 129. 
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Математика, какъ упражнен!е въ искусствЪ хорошо говорить. 


Пфнность перевода съ иностраннаго языка заключается въ 
умЪнйт проникать въ тайники мысли, изложенной на чужомъ 
явыкЪ. ЦЪнноеть рисовашя состоить въ наглядномъ изображе- 
ни точныхь соотношенйй частей и перспективы. ЦВнность есте- 
ствознаня—въ развит независимости мысли. Вс эти положе- 
н{я павфстны приступающимь къ изучено пруемовъ краснор\- 
‘я, къ выработк® въ себЪ умЪнья говорить плавно, убфдительно 
и красиво. Начинающие свою жизненную карьеру часто говорять 
о пользё пзученя перечисленныхь наук. Но рЪдко слышно о 
математическихь чтешяхь п упражнешяхь, какъ объ образцахь 
краснорзчя. А между тБмъ математика имфеть въ этомъ отно- 
шенш свои несомнфнныя препмущества передъ всфми назван- 
ными науками и искусствами. 

Цъль, къ которой долженъ стремиться говоряпий, состойтъ 
въ томъ, чтобы заставить другихъ сосредоточить все свое вни- 
мане на мысли и убЪжден оратора, заставить ихъ отвлечься 
оть ихь собственной личности. И ни въ одной аудитор, мо- 
жеть быть, ие достигается эта ифль легче, чВуъ въ аудитори 


математика. 

Сжатость разсужден!я, точность доказательства, изображеше 
необходимыхь выводовъ изъ данныхь предположенй приковы- 
вають и сосредоточивають вс умственныя силы какъ объяс- 
няющаго, такь и слушающаго. 

Въ какихъ иныхь случаяхь изучающуй инстинктивно найдеть 
легчайшую возможность въ немногихь словахъ изложить многое? 
Вь какихъ пныхъ обетоятельствахь, слфдовательно, простая, 
не бьющая на эффекть, но легкая и красивая форма изложе- 
ня будеть такъ умфетна и илодотворна, какъ зд\Ъеь? Вычурность 
и аффектащя, какъ результаты дурной привычки рисоваться, не 
пмЪють здфеь мфета и потому быстро исчезають! Между тВмъ 
веЪ друмя особенности умЪнья говорить находятъ здЪфеь при- 
мЪнене и постепенно развиваются при общемь и связномъ те- 
чени мыслей объясняющаго и слушателей. 

Одинъ наблюдатель, самъ матемаликъ, говорить, что ему 
удалось отмфтить не боле двухь примфровь вычурноети в» 
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членНя и изложени лекщй по математик. И въ обоихь слу- 
чаяхь эта манера постепенно и незамфтно исчезла. Въ одномъ 
случа женщина-лекторь сдфлала введеше въ курсь очень ма- 
нерно и вычурно, но тотчась же невольно перешла на совер- 
шенно другой тонь, такъ какъ слушатели обратили ея внима- 
не нЪкоторыми вопросами на сущность предмета и заставили 
ее сосредоточить всВ силы ума, чтобы объяснить все понятно. 

Постоянная необходимость объяснительныхь чертежей пр- 
учаеть лектора и слушателя также къ иллюстрации своихь мыслей. 

Эффекть малематическаго краснорЪия должент заключаться 
въ леномь, ежаломь и точномъ вывод® изъ извъетныхъ фактовъ. 
Ку такимь ирмемамь и къ такому образу мышлешя должен 
пруучаться математикъ-ораторь. 

Было бы, пожалуй, хорошо, если бы во вефхь наших шко- 
лахъ,—не только такъ называемыхь «точных» наукъ, но и ВЪ 
школахъ или обществахь, обучающихь краспорфчю, было на- 
писано извЪстное изречене Платона: «Пусть не входить сюда 
никто не знакомый съ геометрей!» 


Прежн!й абакъ и новыя цифры. 
исунокь изъ «Магваг а РАЙозорШеа» (1693 г.). 
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_ ИЗДАНИЯ А. 0. УВОРИНА. 
НОВЫЯ КНИГИ: 


НАУКА 0 НЕБЪ И ЗЕМЛЪ. Общедоступно изложенная. Е И. Игнатьева. 
Очерки по астрономш, физической географии геологи. Съ 332 рисун- 
ками и 6 картинами въ краскахтъ, Сиб. Ц. 5 р., въ изящн. коленкоров. 
переплет 5 р. 15 к. 

Содержаше: Предиеслове, О безконечноети вселенной. О строеши и природ\ 
воеленной, Солнце и его система, Кометы и падаюция зв$зды. Земля и Луна, 
Образоване мфовЪъ и матер. 

Ученымъ Номитетомъ М. Н. Пр. признана подлежатею внезенйо въ 
описокъ КНИГЪ, заслуживающихь внимашя при пополнеши библотекъ средне- 
учебныхть заведен йй, 


ВЪ ЦАРСТВЪЬ СМЕКАЛКИ, ИЛИ АРИОМЕТИКА ДЛЯ ВСБХЪ. Книга 
для семьи и школы. Опыть математической христомали. Составилъ + 
Е. И. Игнатьевъ, 

НРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ: Ннига |. Введен. Задача — знатная дама. 
Задачи-шутки и задачи-загадки. Опички‘и палочки. Разныя задачи, Двлежи при 
затруднительныхъ обстоятольствахъ. Переправы. Любопытная исторя. Игра въ 
краеное и черное. Разетановка буквъ. Домино. Разрьзыван!е и переложене фигурЪ. 
Шахматы, Карты. Мосты и острова. О фигурахъ, вычерчиваемыхъ однимъ почеркомъ, 
Двоичное счиелене. Угадыван!е чиселъ, Волшебные квадраты. Опб. И. Тр. 60 к.; 
ть краеивомъ кол. переплеть 2 р. к. 

Книга И. Предислове. ГдЪ начинается Новый годъ. Три воскресешя на од- 
ной недълЪ. Опредъленю направленя еъ помоцгью карманныхъ часовъ. Сколько 
воды въ бочкв. Вычерчиваше пиркулемь овальныхъ лин. Теорема Пиевгора. 
Египетская задача. Земля и апельсинъ. Обманы зршШя. Задачи и развлеченя со 
спичками. Лабиринты. Геометрическая постановка ачи о лабиринтахъ. О весьма 
большихъ и весьма малыхъ числахъ. Загадочн. автоб1юграфя. Новый рядъ задачъ. 
Сто тысячь за доказательство теоремы. Изъ области изучешя чиселъ. Графики. С0- 
бака и два путешественика, Объ акеюмахъ элементарной алгебры. Алгебраичееке 
софизмы, ежъ верблюдовъ. Геометрич, софизмы. Три знамен, задачи древно- 
сти. Н, И. Лобачевеый. Два письма о постулатв Евклида. Выяснен!е трехль посту- 
латовъ о параллельныхт, лиШяхъ, Въ странЪ чудесъ математики. Математика въ 
природЪ. Математически инстинкть пчелъ. Новыя начала геомстуи. Нзкоторые 
он у к Математика, какъ искуство хорошо говорить. Сиб. М. 1 р. 75 к., въ перепл. 

р, 50 к, 

Книга 11. Предисловме. НЪкоторыя истор. задачи. Новыя иллюзи зрВшя. 
Задачи-шутьи. О пространств четырехъ измфрен!. О числовых суеввряхъ. Тай- 
нопись. Счетныя машины, Комбинашя. Теоря соединен!й. Опособъ шахматной 
доски. грывки изъ теор вЪроятностей. ВЪроятноети сложныхъ собый. Мате- 
матическое ожилан!е. Законы случайнаго и математическаго статистика. Сиб. 
11. 1 р. 75 к. въ переил. Э р. 50 к. 


ЧУДЕСА ЖИВОТНАГО МГРА (зоолоМя для вефхъ). Хреетоматйя для чте- 
ня въ вемьЪ и школ, обнимающая представителей всЪхъ классовъ 
кивотнаго м ра отъ простЪйшихъ до человЪкообразныхъ обезьянъ, 
Составилъ П. Е, Ваеильковекй. Съ 185 рисунками. В. Кунерта, Г. Мют- 
целя, И. Шишкина, Фр. Шпехта, и др. Сиб. 1911 г. Ц. З р. 25 к., въ 
папкЪ 3 р. 50 к., въ изящн. коленкоров. пер. 4 р. 


Ученымъ Номитетомъ М. Н. Пр. признана подлежашею внесеино въ 
списокъ книгъ, заелу вающихт внимашя при пополнении ученическихъ библ!о- 
текъ 


Главнымъ Управлен!емъ Военно-Учебныхт заведен рекомендована въ 
ротныя библютеки ИТ-—У классовъ кадетскихъ корпусовъ. 

ЧУДЕСА РАСТИТЕЛЬНАГО ЦАРСТВА. Популярные очерки изъ жизни 
растен!й. Составиль И. Е. Вавильковекй. Съ 161 рисункомъ О. Вин- 
клера, Э. Гейнть, 1. Зеллени, Г. Кенигебрунъ и др. Сиб., 1912 г. Ц. 8 р. 60 к. 

ИСКУССТВО ВЪ СЕМЬЪ. А. Н. Юдина. Посвящается русскимъ матерямъ 
и воспитательницамъ. Съ рисунками. Ц. 8 р. 

Ученымъ Номитетомъ М. Н. Пр. допушена въ учительемя библютеки 
низшихъ училицуь, 

‚® Собственной Его Императорскаго Величества Канциеляр!ей по учрея:- 
дешямъ Императрицы Мар!и допушена въ ученичесыя бибмюотеки старш. клас- 
совъ общиаго куреа и Педагогическ, класеовъ средних учебныхт, заведен ВЪ%дом- 
ства Императрицы Мар!и. 


Книжные мазазины „Новаю Вуемени“ А. С. Суворина: Спб.:— Невскё 40, Петерб. 
сторона, Бол. пр. 69-а, Вознесенск пр. 36. Москва, Харьговь, Одесса, Ростовз-иа- 
Дону и Саратовь 


Цъзна 1 р. 75 к. 


